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Prólogo 


Todo el que estudia atentamente el lenguaje se interesa por la re- 
lación que nombres y predicados guardan entre sí y con los objetos que 
representan. El estudio de estos temas semánticos ha jugado un impor- 
tante papel en la filosofía y la gramática desde el período griego hasta 
nuestros días. Hasta hace poco, su discusión filosófica había estado 
íntimamente ligada a consideraciones más generales de tipo metafísico 
o epistemológico, y la teoría semántica había sido una rama de una 
filosofía del lenguaje más amplia. Pero actualmente parece enfocarse 
dicha teoría independientemente de su lugar en cualquier sistema me- 
tafísico o epistemológico. La semántica se plantea ahora problemas 
más limitados que antes, pero éstos han llegado a ocupar un lugar 
preferente en la polémica filosófica contemporánea. 

En los últimos años, la teoría semántica ha sido enormemente re- 
vitalizada por los descubrimientos de la lógica simbólica moderna, 
descubrimientos tan fundamentales que han hecho de la semántica 
prácticamente una rama de la lógica. La mayoría de las contribuciones 
importantes a la lógica moderna (incluyendo en ella a la semántica) 
han sido de tipo muy técnico, y muchas provienen de matemá- 
ticos profesionales. La semántica teórica podría, pues, ser llamada 
con justicia semántica matemática; pero el designarla de este modo 
podría dar a entender que el tema es de interés limitado, y única- 
mente pertinente en estudios sobre los fundamentos de la matemática, 
cuando, por el contrario, abarca materias de gran importancia para 
fundamentar todo tipo de disciplinas teóricas y sistemáticas. Muy en 
especial interesa hoy a la metodología de las ciencias la semántica del 
lenguaje científico. Los conceptos básicos de la semántica son también 
de interés para las diversas ramas de la filosofía. 


Este libro es un estudio de los fundamentos lógicos de la semántica 
teórica moderna; en él se trata de los conceptos de verdad, denotación, 
designación, compatibilidad y otros semejantes. Formularemos diversas 
teorías semánticas, la mayoría de las cuales contienen algo nuevo, por 
poco que sea, en la concepción o en el modo de tratarlas; algunas son 
quizá nuevas, otras son ya antiguas y otras, por fin, son viejas teorías 
que hasta cierto punto planteamos de una manera nueva. No se pre- 
supone por parte del lector ningún conocimiento especial, salvo cierta 
familiaridad con la lógica más elemental de funciones veritativas y de 
—cuantificadores. La complejidad en lo matemático es mínima: en rea- 
lidad, sólo se hallarán en este libro las matemáticas más sencillas, 
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Creemos que en el terreno filosófico esto constituye una ventaja más 
que un defecto, y que ayudará tal vez a hacer asequibles a un público 
más amplio algunos de los importantes conceptos y métodos de la 
semántica moderna. 

En la semántica se incluyen con frecuencia teorías referentes al 
análisis del significado al nivel del sentido común, al significado y la 
expresión en la literatura y el arte e incluso a los proyectos y sistemas 
encaminados a paliar los males sociales, políticos y económicos del 
mundo. Este tipo de teorías, algunas de ellas de auténtico interés, des- 
cansan generalmente sobre fundamentos no analizados; sus ideas o 
conceptos fundamentales son frecuentemente poco claros, y sus su- 
puestos básicos no suelen haber sufrido un análisis lógico. Semejantes 
teorías parecen presuponer algo más básico a modo de subestructura 
lógica. Cada día es más urgente la necesidad de acercarse a los proble- 
mas de naturaleza semántica general a partir de una segura base teó- 
rica; pero en este libro la semántica se refiere únicamente a la denota- 
ción y otros conceptos conexos con éste, y es, por tanto, algo más limi- 
tada, más técnica y más exacta de lo que es usual en tratados filosóficos 
de índole más general. 

Se considera con frecuencia que la semántica contiene también una 
teoría del significado o de la intensión. La intensión de un término se 
distingue del objeto que representa de un modo semejante a como, 
tradicionalmente, la connotación de un término se viene distinguiendo 
de su denotación. En este libro nos ocuparemos únicamente de teorías 
semánticas de la extensión o denotación, que generalmente están pre- 
supuestas o contenidas de un modo u otro por las teorías sistemáticas 
de la intensión; pero, aun si nos limitamos a las teorías de la denota- 
ción o extensión, tenemos un tema extraordinariamente rico y fascina- 
dor: esto se hace patente de un modo especial si prestamos atención 
a la íntima conexión existente entre la denotación y el concepto semán- 
tico de verdad. Uno de los triunfos más importantes de la semántica 
_moderna es el haber proporcionado un riguroso análisis lógico-mate- 
mático del concepto de verdad de cierto tipo de sistemas lingiísticos 
formalizados; la verdad, la denotación y otros conceptos semánticos 
están estrechamente relacionados entre sí, y una semántica (basada en 
la denotación) de suficiente alcance debe también contener un concepto 


de verdad. 


Las teorías de que nos ocuparemos van a ser sistemáticas, y Úúnica- 
mente referentes a la semántica de cierto tipo de sistemas lingúísticos 
formalizados. Las tratamos de un modo sistemático o formal, en el sen- 
tido de que presentaremos las mismas teorías semánticas dentro de siste- 
mas lingúísticos formalizados, cuya estructura especificaremos completa- 
mente. Describiremos en su integridad—como es habitual —la estructura 
sintáctica y semántica de los llamados lenguajes «objeto» (los lenguajes 
cuya semántica se estudia); pero formularemos también cuidadosamen- 
te, como sistemas formales deductivos, los llamados «metalenguajes» 
semánticos (aquéllos dentro de los que se establece la teoría semántica 
de un lenguaje objeto dado). De este modo ganaremos las máximas cla- 
ridad y explicitud en la presentación de las diversas teorías. 


Prólogo o 15 


Se expone en todo lugar, de un modo bastante amplio y completo, 
cuál es el aparato formal utilizado, y se establecen aquí y allá numero- 
sos teoremas. Se omitirán con frecuencia las demostraciones, pero al- 
gunas se esbozarán lo suficientemente, al menos, para manifestar el 
torso del razonamiento: se dirá cuanto es necesario para que aquéllos 
que estén familiarizados con las demostraciones de la lógica moderna 
puedan convencerse sin tener que recurrir a un trabajo detallado de 
demostración, mientras que los menos expertos no se vean privados 
del placer de construir por sí mismos demostraciones rigurosas. 

Como la semántica teórica se refiere fundamentalmente a proble- 
mas del lenguaje, y su presentación aquí presupone sólo la lógica más 
elemental, el libro puede ser útil para profesionales y estudiantes de 
lógica, filosofía analítica, epistemología, metafísica, lingiística, filoso- 
fía del lenguaje y filosofía de la ciencia. Algunos de los temas que 
abarca han sido explicados en un seminario de lógica para postgradua- 
dos de la Universidad de Pennsylvania durante los últimos años, al 
cual se admitían también estudiantes calificados aún en período de 
licenciatura. 

Esperamos que en cada página de este libro esté patente la influen- 
cia de los escritos sintácticos y semánticos de Carnap, Church, Frege, 
Goodman, Quine, Russell y Tarski. Sin el trabajo de estos autores, 
que han ayudado a desarrollar la sintaxis y la semántica modernas, 
estas teorías no se hubieran podido formular; enumerar detalladamente 
puntos concretos en que debemos algo parecería, por tanto, bastante gra- 
tuito; sin embargo, el autor está en deuda especialmente, en lo refe- 
rente a los detalles técnicos, con los escritos de Carnap, Church, Good- 
man, Quine y Tarski, y, por ciertos aspectos de la perspectiva filosófica 
general, con los de Carnap, Goodman y Quine. 

Algunas de las teorías que enunciamos se presentan aquí por vez 
primera, y pueden, sin duda, mejorarse en varios aspectos; quizá al- 
gunas de ellas puedan simplificarse, generalizarse o hacerse más ade- 
cuadas de modos diversos. Además, este libro no es obra de un mate- 
mático profesional, y por ello se solicita la indulgencia del lector ma- 
temático por aquellos errores o faltas de rigor que pueda encontrar 
en él. Cuando pueda mostrarse que unos enunciados determinados son 
falsos, esto indicará, al menos (según la reconfortante frase del profe- 
sor H. H. Price), que no carecen de sentido. Algunos de los metalen- 
guajes que formulamos pueden ser de escaso interés matemático, pero 
no pretendemos que lo tengan: el sentido general de este libro es en- 
teramente filosófico, como será obvio por todas partes. 


El autor desea expresar su agradecimiento al profesor Carnap por 
varias críticas y sugerencias de valor, y también al profesor J. H. Wood- 
ger por algunas concepciones básicas y muchas discusiones fructí- 
feras. Desde cierto punto de vista, este libro se debe ante todo al pro- 
fesor Woodger, porque el estudio de algunas de las teorías semánticas 
desarrolladas aquí se ha abordado inicialmente por sugerencia suya. 
El autor está también en deuda, de diversos modos, con los profesores 
Fitch, H empel y Nagel, que han mejorado con su influencia (pero de 
un modo que quizá les sea desconocido y desaprueben) el contenido 
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de este libro. Por otros motivos el autor está en deuda con los profe- 
sores Beth y Hiz y con sus colegas los profesores Clarke, Morrow y 
Schreker. Agradece a Mr. Jobn Beierle, jr.; Miss Ruby Meager; Mr. G. 
F. Rieman, jr.; Mrs. Beverly Levin Robbins, y Mr. T. R. Savage, sus 
expertas ayudas editoriales o de otro tipo en la preparación del ma- 
nuscrito. 

El autor desea también expresar su agradecimiento a la John Simon 
Guggenheim Memorial Foundation y a la Universidad de Pennsylvania, 
por relevarle de sus deberes académicos durante el curso 1951-52, cuan- 
do fue escrito el primer borrador de este libro. 

También agradece a la Cambridge University Press, la University 
of Chicago Press, la Dial Press, la Harvard University Press y la Ame- 
rican Mathematical Society su amable autorización para citar pasajes 
de obras por ellas publicadas. 

Por último, debe agradecer al Comité de Investigación de la Uni- 
versidad de Pennsylvania que le haya facilitado su ayuda en cuestio- 
nes escolares. 


CAPÍTULO PRIMERO 


Análisis filosófico y lenguajes 
formalizados 


El estudio de los sistemas lingiísticos formalizados constituye un mé- 
todo importante y fructífero de abordar los problemas de la filosofía y la 
metodología de la ciencia contemporáneas. Un lenguaje formalizado es 
algo artificial, construido conscientemente por el metodólogo. En rigor, 
quizá no se trate en absoluto de un lenguaje, en el sentido habitual de 
la palabra, pues consiste más bien en un conjunto preciso de reglas y 
definiciones explícitamente establecidas para fines dados. Con frecuen- 
cia se tiene una considerable libertad para elegir tales reglas y defini- 
ciones, y muchos detalles en la formulación son cuestiones de con- 
vención. Teniendo presentes unos fines concretos, se construye o elige 
un sistema lingúístico para servir explícitamente estos fines. Si la 
finalidad es formalizar la aritmética elemental de los números enteros 
positivos de determinada manera, el sistema lingúístico se escoge de 
acuerdo con ello; si, en cambio, la finalidad es formular las leyes que 
gobiernan la mitosis en la mosca común de la fruta, Drosophila mela- 
nogaster, el lenguaje se construye teniendo presente este fin. O si, por 
ejemplo, se desea formular una teoría metafísica o epistemológica de 
las relaciones entre, digamos, los objetos de la sensación y los objetos 
físicos, entonces se escoge un sistema lingiístico apropiado que con- 
tenga expresiones para los tipos de relaciones y de objetos en cuestión. 


Los lenguajes formalizados deben, pues, compararse cuidadosamen- 
te con los llamados lenguajes «naturales». Se entiende habitualmente 
por lenguajes naturales u ordinarios los de uso cotidiano, como el in- 
glés, el swahili o el indostaniz son los medios de comunicación más 
empleados en cuestiones prácticas: nuestra ciencia, nuestra literatura, 
nuestra tecnología, etc., se expresan habitualmente en ellos, así como 
nuestros juicios de sentido común. El análisis y esclarecimiento de la 
estructura del lenguaje natural es una tarea de gran interés filosófico. 


Creemos, sin embargo, que el abordar los problemas filosóficos y 
metodológicos por medio del estudio de los lenguajes formalizados posee 
algunas importantes ventajas sobre los otros métodos. Son éstas esen- 
cialmente las ventajas que los instrumentos refinados de las ciencias 
rigurosas tienen sobre los procedimientos presistemáticos, groseros y de 
mera clasificación. ¿Cuáles son exactamente estas ventajas? ¿Qué son 
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los lenguajes formalizados? ¿Qué ha de lograrse mediante su empleo? 
¿Qué relación guardan con la semántica teórica? ¿En qué puede ayu- 
darnos el uso de los lenguajes formalizados para el análisis del lenguaje 
natural? Intentamos responder ampliamente a estas preguntas en el 
presente capítulo ?. 

En el $ A se esboza a grosso modo el procedimiento que se emplea 
para formalizar un lenguaje, y en el $ B se discute el método (semánti- 
co) de proporcionar a éste una interpretación. Las ventajas principales 
de los métodos de formalización e interpretación se enumeran en el $ € 
con algún detalle. En el $ D se indica someramente el papel que des- 
empeñan estos métodos en la ciencia y el análisis filosófico. Se alude 
en el $ E a la relación existente entre la formalización, y la «reconstruc- 
ción racional» y la «explicación». Un importante argumento en favor 
de los lenguajes formalizados surge de considerar las antinomias lógicas 
y semánticas; éstas se discuten de modo no formalizado en el $ F, 
donde también se indica la consideración aproximada de los lenguajes 
naturales por medio de lenguajes formalizados de gran alcance. En 
el $ G se establece la principal finalidad del libro, es decir, formular 
una especie de núcleo mínimo de teoría semántica sobre el cual puedan 
basarse sólidamente ulteriores construcciones filosóficas o metodoló- 
gicas. 


A. FORMALIZACIÓN 


No necesitamos para nuestros fines actuales una definición exacta 
o rigurosa de lo que es un sistema lingúístico. Bastará con la somera 
caracterización siguiente ?. 

En rigor hemos de distinguir entre un sistema logístico formalizado 
(o cálculo) y un sistema lingiiístico formalizado (o lenguaje interpretado). 
El primero está determinado por reglas gramaticales o definiciones que 
se refieren exclusivamente a los símbolos y expresiones, haciendo abs- 
tracción de toda interpretación específica; un sistema lingiiístico, en 
cambio, es un sistema logístico con una interpretación fija determinada 
dada a algunas de sus expresiones. Por el momento hablemos sólo de 
cálculos o sistemas logísticos. 

En términos generales, un cálculo o sistema logístico formalizado 
se compone de: 

(i) una especificación completa del vocabulario primitivo ; 

(11) una definición (recurrente o de otra índole) de lo que se en- 
tiende por fórmula y posiblemente por término de este sistema; 


(iii) una lista de fórmulas, como axiomas o fórmulas primitivas ; 
1 Véanse los siguientes trabajos, recientes o en preparación, sobre este mismo 
tema: E. W. Ber, «Carnap's views on Constructed Systems vs. Natural Languages 
in Analytic Philosophy», The Philosophy of Rudolf Carnap (The Library of Living 
Philosophers, en preparación); E. HuTTEN, «Natural and Scientific Language», Phi- 
losophy, XXIX, núm. 108 (1954), pp. 27-43; R. B. BRAITHWAITE, Scientific Explanation 
(Cambridge University Press, Cambridge, 1953), especialmente cap. 1; H. Wanc, «On 
Formalization», Mind, LXIV (1955), pp. 226-38; y J. H. WooDcGeERr, «Mathematical 
Logic as a Tool of Analysis», en preparación. 
2 Véase, más adelante, el capítulo XIII, $H. 
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(iv) algunos enunciados acerca del sistema (las reglas de deducción) 
que indican en qué circunstancias una fórmula ha de considerarse como 
consecuencia inmediata de una o varias fórmulas (o inmediatamente de- 
mostrable a partir de ellas); 

(v) una lista de fórmulas que muestren explícitamente ser teore- 
mas, es decir, demostrables a partir de los axiomas por medio de las 
reglas de deducción; y 

(vi) una lista de enunciados acerca del sistema que nos permitan 
abreviar expresiones según procedimientos especificados. 

Esta somera descripción no pretende en modo alguno ser una defi- 
nición exacta, y existen quizá sistemas que podrían llamarse “formali- 
zados” a los cuales no quepa aplicarla. Pero en todo este libro hablare- 
mos únicamente de sistemas de cierto tipo determinado (ver el capí- 
tulo 11) a los cuales sí se aplica; además, en la bibliografía sobre lógica 
y metodología modernas, la mayor parte de los sistemas formalizados 
importantes son también de este tipo. 

Ocupémonos ahora con mayor detalle de los diversos elementos que 
constituyen el sistema formalizado. Tenemos primero una especifica- 
ción in toto del vocabulario primitivo. Se obtienen las expresiones de 
un sistema con ciertos signos o símbolos y además con todas las posi- 
bles series finitas de ellos. Los signos o símbolos que se emplean son los 
signos primitivos; su número puede ser finito o bien infinito, pero 
numerable; cualquier resultado de colocar dos o más signos primitivos 
en un orden consecutivo, lineal (habitualmente de izquierda a derecha), 
es una serie o expresión compuesta. Podemos, pues, describir las ex- 
presiones como los signos primitivos y además todas sus series o com- 
puestos. La longitud de cada serie es finita, aunque por regla general 
se supone que la totalidad de las series es infinita numerable. (Se han 


propuesto algunos sistemas que contienen incluso expresiones de longi- 
tud infinita.) 


Habitualmente hay dos clases de signos primitivos, las constantes y 
las variables; las constantes se llaman así porque aquello que repre- 
sentan o designan permanece constante a través del discurso dado; las 
variables, en cambio, en rigor no denotan o designan: se dice más bien 
que abarcan un campo de objetos determinado. Habitualmente existe 
un número infinito de variables de cada clase, aunque esto no es, en 
rigor, esencial. El papel que las variables desempeñan en los lenguajes 
que se han de tratar es de la mayor importancia: gracias a ellas, prin- 
cipalmente, se puede lograr la generalidad en el discurso, se puede 
hablar de todos los objetos, de algunos objetos, de ningún objeto, eteé- 
tera. Todos los sistemas que se han de tratar contienen variables, 
aunque se han construido sistemas lingiísticos de gran alcance que 
no las contienen. 

Con frecuencia, también las constantes son de diferentes clases: 
existen constantes lógicas, constantes predicativas, constantes individuales 
y constantes funcionales o funtores. Más adelante especificaremos las 
características de estos tipos diversos de constantes (véase el capítu- 
lo 11). Aunque cualquier serie finita de los signos primitivos es una ex- 
presión del sistema, sólo algunas series se consideran fórmulas; éstas 
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son llamadas también a veces funciones proposicionales. Las fórmulas 
pueden ser o no del tipo al que se atribuiría verdad o falsedad: si lo 
son se llaman proposiciones, y en caso contrario funciones proposicio- 
nales estrictas. Por ejemplo, *“x es un cuáquero” (siendo “x” una variable) 
puede ser una fórmula en algún sistema apropiado, pero no es ni ver- 
dadera ni falsa en este sistema mientras no se especifique algo más 
acerca de “x”. Las funciones proposicionales estrictas de un sistema 
son tales que se transforman en proposiciones (y, por tanto, en verda- 
deras o falsas) de modos fáciles de describir. Por volver a nuestro 
ejemplo, x es un cuáquero” se transforma en una proposición verdadera 
de este sistema si en lugar de “x” ponemos el nombre propio “Rufus 
Jones”; se transforma en una proposición falsa si prefijamos a ella la 
frase cuantificadora “para todo x” y pensamos que “x” abarca todos los 
seres humanos. 


El concepto de fórmula se define con frecuencia por medio del pro- 
cedimiento llamado recurrente : la definición se da primero para los casos 
más simples (fórmulas atómicas) y después, suponiendo que haya que 
darse para casos de cierta complejidad, se la da para casos complejos 
que en cierto modo presuponen la definición o definiciones para los 
menos complejos (las definiciones para los casos más complejos pre- 
suponen, o se refieren a, o recurren a las definiciones para los más sen- 
cillos): de este modo se abarcan todos los casos posibles. Así, al definir 
lo que se entiende por fórmula, estipulamos primero lo que son las fór- 
mulas más simples (atómicas), y después cómo las fórmulas más largas 
(moleculares) se construyen a partir de otras más breves. Este tipo de 
definición es muy fácil para formular sistemas lingúísticos y lo empleare- 
mos con frecuencia de un modo no formalizado en los próximos capítu- 
los. 


Algunas series de expresiones primitivas del sistema se llaman 
términos : son expresiones que, bien por sí mismas, bien alteradas de un 
modo especificable, pueden considerarse referentes a objetos. Por sí 
misma, una variable es un término y cualquier constante individual 
también; asimismo lo son las expresiones apropiadas que contienen 
constantes funcionales (funtores) En un lenguaje aritmético, por 
ejemplo, en el que *+” sea un funtor primitivo, una expresión como 
“(x + y)” puede ser un término. Si en lugar de *x” e “y” ponemos aquí 
nombres de números concretos obtenemos un nombre para la suma de 
estos números. 


La especificación completa del vocabulario primitivo es el primer 
paso hacia la formalización de un lenguaje, y la definición rigurosa de 
“fórmula”, y posiblemente de “término”, el segundo. El tercero es indicar 
ciertas fórmulas o proposiciones como axiomas o fórmulas primitivas, 
cuyo número puede ser finito o infinito pero numerable. En la práctica 
se escogen únicamente como axiomas aquellas fórmulas que, en la 
interpretación deseada, son válidas o verdaderas; también se prefiere 
generalmente adoptar como axiomas enunciados de considerable alcan- 
ce deductivo, A veces los axiomas se denominan también postulados o 
supuestos. 
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Supongamos que tenemos ya una especificación completa de los axio- 
mas. En rigor no podemos demostrar nada a partir de ellos mientras no dis- 
pongamos también de reglas de deducción. Estas son enunciados explícitos 
acerca del sistema, que no forman parte de él, y que establecen que a 
partir de una o varias fórmulas del sistema de tal y cual forma o for- 
mas puede deducirse otra fórmula. En otras palabras, las reglas de de- 
ducción suelen establecer que a partir de fórmulas A,, A,, ..., A, puede 
deducirse otra fórmula B. La forma de B está habitualmente estrecha- 
mente relacionada con las de A,, ..., A,, o determinada por ellas. 
Con frecuencia, sobre todo en obras antiguas, las reglas de deducción 
no se establecen explícitamente; de hecho, la distinción clara entre el 
concepto de axioma y el de regla de deducción es muy reciente: ni si- 
quiera en una obra como Principia Mathematica * queda clara esta 
distinción, a pesar de lo cual un momento de reflexión basta para con- 
vencernos de que es fundamental. Habitualmente sólo se requieren dos 
o tres reglas de deducción y éstas son, generalmente, de tipo muy sim- 
ple. (Véase el capítulo II, $ A.) 

El que las reglas de deducción hayan de conservar la verdad en la 
interpretación que se quiere dar al sistema constituye una importante 
restricción en la elección de estas reglas. En otras palabras, partiendo de 
proposiciones verdaderas, las proposiciones que puedan deducirse de 
ellas por medio de reglas han de ser también verdaderas. Una regla de 
deducción que careciese de esta propiedad no sería conveniente, porque 
nos permitiría deducir falsedades de verdades. | 

La principal finalidad que se persigue al formular axiomas y reglas de 
deducción es poder deducir o demostrar teoremas; en términos generales, 
demostrar una fórmula A es mostrar una serie finita de fórmulas (de las 
cuales A es la última) tal que cada una de ellas, o bien es un axioma o 
bien puede obtenerse a partir de fórmulas anteriores de la serie por 
medio de una regla de deducción. Los teoremas del sistema son, pues, 
por definición, las fórmulas para las cuales existen demostraciones. 
Si los axiomas son proposiciones verdaderas y las reglas de deducción 
son tales que conservan la verdad, entonces los teoremas son también 
verdaderos. Con frecuencia, algunos de los teoremas pueden intercam- 
biarse con los axiomas, y la elección acerca de qué fórmulas han de ser 
axiomas y cuáles teoremas es hasta cierto punto arbitraria. 

Finalmente, suele ser conveniente abreviar las expresiones más largas 
del sistema según procedimientos explícitamente establecidos: los 
enunciados acerca del sistema que estipulan estas abreviaciones suelen 
llamarse definiciones. En rigor, la única función de las definiciones es 
abreviar; nos permiten simplemente escribir series cortas de símbolos 
en lugar de otras más largas. Semejantes abreviaciones no son estricta- 
mente esenciales para el desarrollo del sistema; podríamos prescindir 
totalmente de ellas, aunque en la práctica facilitan enormemente el 
discurso a la vez dentro del sistema y acerca de él. La expresión que se 
define suele llamarse definiendum y aquella por medio de la cual es 


definida, definiens. 


1- A, N. WurTeBEAD y B. RusseLL, Principia Mathematica (Cambridge Univer- 
sity Press, Cambridge, 1910-13 (1.2 edición), 1925-7 (2.2 edición). 
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B. INTERPRETACIÓN 


En la sección anterior tratábamos únicamente de cuestiones sintác- 
ticas o de notación: hablábamos sólo de los símbolos y expresiones del 
sistema y no de los objetos a los cuales se supone que se refieren las 
expresiones o que éstas denotan o representan de un modo u otro. 
Cuando se habla de este modo puramente sintáctico, haciendo abstrac- 
ción del sentido o denotación de las expresiones, no se hace, naturalmen- 
te, otra cosa que posponer algunos de los problemas más fundamentales 
e interesantes que plantean el análisis y la construcción del lenguaje; 
pero parece más conveniente esclarecer primero el aspecto puramente 
sintáctico de un lenguaje antes de abordar el estudio de la denotación 
o del sentido: plantarse in medias res de los difíciles problemas del 
sentido sin una sólida base sintáctica parecería arriesgado. No cabe 
duda de que prácticamente todo el mundo asentiría a esto en principio, 
pero con frecuencia se olvida en la práctica. La semántica presupone la 
sintaxis, como veremos en el curso de nuestra investigación; por lo 
tanto, hay que esclarecer las propiedades sintácticas de un sistema 
lingúístico antes de poder estudiar con algún cuidado sus propiedades 
semánticas. 


Dado un sistema logístico formalizado, podemos atribuirle general- 
mente varias interpretaciones diferentes. En términos generales, una 
interpretación consiste en asignar sistemáticamente unos objetos deno- 
tados a parte del vocabulario primitivo. Las constantes individuales se 
consideran representativas de determinadas entidades que se especi- 
fican claramente (habitualmente, distintas constantes individuales se 
considera que representan entidades distintas, aunque esto no es 
esencial). Se suelen describir las constantes predicativas diciendo que 
representan propiedades bien determinadas de clases de entidades 
o de relaciones entre ellas. Pero no pueden asignarse de este modo 
objetos denotados a todos los símbolos primitivos: supongamos, por 
ejemplo, que el lenguaje contiene paréntesis; éstos desempeñan sim- 
plemente un papel de signos de puntuación y propiamente no denotan. 
Tampoco las llamadas constantes lógicas como *y”, “o” “si y sólo si”, etc., 
han de considerarse denotadoras; naturalmente, tales palabras tienen 
un importante papel que desempeñar, como hemos de ver, pero este 
papel no es en rigor el de denotar. 

Hemos estado empleando las palabras “sentido” y “denotación” 
de un modo completamente ajeno a la formalización y como sinóni- 
mos aproximados. Con frecuencia se hace una distinción entre ambas 
palabras algo parecida a la distinción tradicional * entre connotación 
y denotación, o entre la intensión y extensión de los términos; “sentido” 
se suele tomar entonces aproximadamente por “connotación”. Pero la 

alabra sentido? no se usará en lo sucesivo como término técnico, ni 
en realidad se ha usado así antes, pues por el momento sólo nos interesa 
la denotación o referencia en sentido extensional. 


1 La tradición a que se refiere aquí el autor arranca de J. Sruart MiLL. (N. de 
los T.). 
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Los sistemas logísticos formalizados no suelen tener interés de por 
sí; solamente lo adquieren cuando se interpretan de un modo apropiado. 
La semántica es el estudio del modo en que una interpretación se atri- 
buye explícitamente a un sistema logístico formalizado: en las teorías 
que hemos de desarrollar aquí se logra tal cosa por medio de reglas o 
axiomas semánticos. La semántica se concibe aquí ante todo, por tanto, 
como el estudio de las reglas semánticas. 

En el $ A hemos indicado seis apartados que constituyen a grosso 
modo un sistema logístico. Si les añadimos 

(vii) una lista de reglas o axiomas semánticos, 
obtenemos una interpretación explícita. Un sistema logístico formaliza- 
do con una interpretación especificada se llama también sistema se- 
mántico o sistema interpretado. 

Generalmente pueden darse varias interpretaciones diferentes a un 
sistema logístico no interpretado; todas ellas tendrán, naturalmente, algo 
en común, serán semejantes en ciertos aspectos; pero también puede 
haber diferencias importantes. Habitualmente una interpretación será 
la básica, previa o típica, siendo entonces las otras atípicas. El estudio de 
las interpretaciones atípicas de ciertos sistemas matemáticos ha resul- 
tado ser uno de los capítulos más fascinadores de la semántica mate- 
mática. Mas la pauta general que se sigue para dar una interpretación 
atípica a un sistema logístico es la manera de dar la típica; y puesto que 
los lenguajes objeto de los que se trata al estudiar las interpretaciones 
atípicas son primordialmente lenguajes matemáticos, tendremos aquí 
poco que decir que les concierna específicamente. (Véase, sin embargo, 


el capítulo XIITT, $ 1.) 


Dentro de los sistemas lingiiísticos formalizados (en una interpreta- 
ción dada) se habla de ciertos objetos, atribuyéndoles o negándoles 
propiedades, diciendo que ciertas relaciones se dan o no entre ellos, et- 
cétera. Puede decirse que estos objetos, junto con las propiedades o 
relaciones, son el asunto del sistema en esta interpretación. El asunto 
puede variar en diferentes sistemas lingijísticos, así como en diferentes 
interpretaciones del mismo sistema logístico subyacente. Algunos 
lenguajes tienen como objetos fundamentales neutrones, protones, 
mesones, etc., junto con relaciones existentes entre ellos: por ejemplo, 
un lenguaje que se aplicase a ciertos campos de la física nuclear. Otros 
pueden tener seres humanos y relaciones diversas entre ellos como 
objetos fundamentales, por ejemplo, un lenguaje sociológico. Otro 
también puede tener como objetos fundamentales las composiciones 
musicales de Mozart: por ejemplo, un lenguaje formalizado que contenga 
un análisis exacto de la estructura de las obras de Mozart. En principio, 
absolutamente todo asunto claramente delimitado puede dar lugar a un 
lenguaje formalizado; naturalmente, la formulación de algunos de estos 
sistemas sería sencilla o directa y la de otros muy compleja y difícil; 
unos podrían carecer de importancia o de interés para la ciencia, la 
filosofía o la vida diaria, mientras que otros tratarían tal vez de im- 
portantes campos del conocimiento humano. 

Hemos observado que la semántica, en el sentido en que viene 
usándose aquí esta palabra, es el estudio del modo en que se da una 
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interpretación explícita a los sistemas logísticos formalizados. Por tanto, 
el razonamiento que sea preciso exponer acerca de la importancia de 
los sistemas lingúísticos formalizados para la metodología y el análisis 
filosófico será también un razonamiento acerca de la importancia de la 
semántica. En algunos círculos filosóficos existe escaso interés por la 
semántica teórica moderna; algunos metodólogos dudan de su utilidad 
para la filosofía de la ciencia; muchos filósofos analíticos arguyen que 
la semántica tiene poco que aportar al análisis directo del lenguaje natural. 
Pero si los razonamientos que vamos a presentar ahora acerca de la 
importancia de los sistemas lingiiísticos formalizados están bien fun- 
dados, se verá que los métodos de la semántica teórica moderna tienen 
una significación metodológica y filosófica mayor que la que suele 
reconocérseles. 


C. VENTAJAS PRINCIPALES DE LA FORMALIZACIÓN Y LA INTERPRETACIÓN 


Hemos llegado a una idea aproximada de lo que son los sistemas 
lingúísticos y de lo que implica proporcionarles una interpretación. 
¿Qué pueden aportar los lenguajes formalizados con interpretaciones 
determinadas al análisis filosófico y a la metodología de las ciencias? 

El primer punto y el más evidente que hay que destacar es la claridad 
y precisión que resultan de los procedimientos actuales de formaliza- 
ción e interpretación. Al formalizar un lenguaje damos, en efecto, un 
cuidadoso análisis lógico del asunto de dicho lenguaje; al escoger los 
elementos primitivos, al precisar su denotación, al definir otras expre- 
siones a partir de ellos, al establecer explícitamente los supuestos bá- 
sicos, etc., se logra una claridad y precisión que quizá sea imposible 
alcanzar por otro método cualquiera: aquéllos que han utilizado amplia- 
mente estos procedimientos atestiguan esta situación, que sólo niegan 
quienes no lo han hecho. 

El método de formalización ayuda también a la intuición en cualquier 
campo al cual se aplique. De hecho, esta ayuda es tan grande que mu- 
chos piensan que éste es el argumento supremo en pro de los lenguajes 
formalizados: frecuentemente nuestras intuiciones más fundamentales 
en un terreno dado resultan indignas de crédito; especialmente, quizá, 
cuando el asunto se vuelve cada vez más complejo (como en una cien- 
cia ampliamente desarrollada o en un sistema metafísico): pues se alcan- 
za un punto en el que la intuición no puede abordar sin ayuda los pro- 
blemas y situaciones que se presentan. La presencia de la paradoja 
de Russell —y de otras— en la teoría matemática de conjuntos, por 
ejemplo, puede darse como muestra de los errores a que conduce nuestra 
intuición simple acerca de la relación de pertenencia a conjuntos (véase 
el capítulo VI, $ C, más adelante). Si en estos asuntos confiamos sola- 
mente en la intuición abocamos en una contradicción. Al formalizar 
un asunto dado nuestras intuiciones se aguzan y quizá se corrigen 
(cuando semejante corrección es necesaria); el método lima la intuición 
en su estado primitivo, ayudándola y estimulándola mediante un cuida- 
doso escrutinio de los elementos primitivos y de los diversos axiomas y 
definiciones posibles, 
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Hay que señalar también que la deducción sistemática dentro de un 
sistema lingiístico formalizado es una auténtica medida de protección 
contra el pensamiento defectuoso: incorporando una frase o término 
científico, metodológico o filosófico a una estructura sistemática bien 
trabada, reducimos al mínimo los riesgos de error y nos protegemos 
contra modos de pensar negligentes o resbaladizos. Este método propor- 
ciona igualmente un juicio crítico sobre los términos o conceptos cuyo 
carácter exacto plantea dudas: la aguda crítica que sufre un término 
para incorporarse a un lenguaje formalizado constituye una inaprecia- 
ble contribución a su análisis; Woodger ha observado que «es una buena 
norma práctica, cuando nos enfrentamos con una palabra cuya respeta- 
bilidad científica [o filosófica] ofrece dudas, preguntar: ¿Cuál es su 
extensión? ¿De qué grado es? [Es decir, ¿es un término individual? 
¿Un término de clase? ¿Un término de relación diádico? ¿Si no, qué es?] 
Si no aparece una respuesta clara, la palabra debe considerarse sospechosa 
y usarse con precaución» ?. 

El establecer todos los supuestos hechos en un terreno de conoci» 
miento dado o en un contexto dado de investigación es una exigencia 
fácil de instituir en principio, pero con frecuencia sumamente difícil de 
seguir en la práctica. Muchas veces se necesitan más supuestos o axio- 
mas de los que parecen necesarios a primera vista y éstos son, muchas 
veces, difíciles de establecer: pueden escapar a nuestra captación 
intuitiva O presentar otras dificultades para la formulación. No cabe 
duda de que es un desideratum tener una especificación completa de los 
principios (o leyes) empleados —o presupuestos— en una ciencia o 
discurso sistemático dado; la formalización de un lenguaje nos permite 
lograr tal cosa explícitamente. 

Otra ventaja del método de formalización es que proporciona un 
modo eficaz de educir las consecuencias de muestros supuestos. Fre- 
cuentemente, la intuición nos conduce a pensar que tal y cual fórmula 
se sigue de los axiomas, mas comprobamos, después de un análisis más 
detenido, que realmente no es así. El examen de las consecuencias de 
los supuestos nos capacita también para captar mejor su plena signifi- 
cación. Á veces surgen consecuencias insospechadas, quizá incluso 
inadecuadas: cuando esto sucede, los axiomas o definiciones suelen 
necesitar de algún cambio. El único método que tenemos de extraer 
de un modo explícito las consecuencias de los axiomas es mediante 


reglas deductivas de inferencia dentro de los límites de un sistema 
lingirístico formalizado. 


Al establecer una interpretación para un sistema formalizado enun- 
ciando explícitamente las reglas semánticas, empleamos otro lenguaje, 
el llamado metalenguaje. (Se supone que entendemos el metalenguaje.) 
Las reglas semánticas están encuadradas en el metalenguaje y enuncian 
específicamente que las expresiones apropiadas del sistema lingiístico 
dado denotan tales y cuales objetos; dando por supuesto que entende- 
mos el metalenguaje, llegamos también a entender el lenguaje objeto, 


1 J. H. WoonceERr, Biology and Language, Tarner Lectures (Cambridge Universi- 
ty Press, Cambridge, 1952), p. 26. 
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y el procedimiento de interpretación se hace explícito de este modo. 
(Cf. el capítulo XIII, $8 E y G.) | 

Incluso la importante distinción entre lenguaje objeto y metalen- 
guaje puede mantenerse con claridad por referencia a los sistemas 
lingúísticos formalizados. Esta distinción tiene una gran significación 
y es difícil, si no imposible, hacerla en otros términos; su importancia 
metodológica, establecida ahora fuera de toda duda, constituye otro 
argumento en pro de los lenguajes formalizados. (Trataremos este punto 
más ampliamente en el $ 1 del capítulo 11 y también en otros muchos 
sitios.) 

Todavía otra importante distinción, a la que ya hemos aludido; la 
que se hace entre sintaxis y semántica. El mejor modo de trazarla es, 
sin duda, a base de los diferentes tipos de metalenguajes que se necesitan 
en cada caso. (Trataremos de esto más ampliamente en el capítulo II, 
$ J, y por doquier.) 

Los lenguajes formalizados proporcionan igualmente una base para 
investigaciones metateóricas. Proporcionan, en otras palabras, estruc- 
turas lingijísticas manejables que pueden investigarse como totalidades. 
Este tipo de estudios parece dividirse fundamentalmente en dos gru- 
pos: los que tratan de las propiedades matateóricas de un solo sistema 
y los que se ocupan de las relaciones existentes entre dos o más sistemas. 
Se ha trabajado mucho en la primera dirección y se han sometido 
varios lenguajes importantes a un estudio metateórico detallado. 
Pero apenas se han rozado los problemas del estudio comparativo de 
lenguajes, salvo quizá en la matemática; estos estudios comparativos 
tratarían de las relaciones mutuas entre ciencias o campos diversos de 
conocimiento, de la reducción de una ciencia a otra, de la comparación 
de un sistema filosófico con otro, etcétera. 


Una propiedad metateórica muy estudiada es la de compatibilidad o 
coherencia. En las ciencias y en la filosofía parece esencial asegurarse, 
aunque sea de un modo muy aproximado o tosco, de que el sistema lin- 
gilístico que se emplea es coherente (en el sentido de no contener con- 
tradicciones). La ciencia, en términos muy generales, puede considerarse 
una actividad de selección de las proposiciones que son verdaderas 
entre todas las referentes a un asunto dado; pero esta actividad carece 
de base cuando el sistema lingiiístico en el cual están encuadradas 
dichas proposiciones no es coherente: pues, si el lenguaje es incoherente, 
puede hacerse ver —empleando sólo principios sin duda alguna 
aceptables— que la extensión de *verdadero” abarca todas las pro- 
posiciones del lenguaje, cualesquiera que sean (véase el capítulo V, $ E), 
con lo que se anula la distinción entre verdad y falsedad. 

El problema de demostrar la coherencia de ciertos lenguajes formali- 
zados ha hecho surgir un tipo importante de investigación metateórica; 
en realidad, el problema dela compatibilidad o coherencia se considera con 
frecuencia uno de los centrales de la lógica moderna. Han surgido inmensas 
dificultades que parecen impedir la obtención de demostraciones de 
compatibilidad satisfactorias para los lenguajes de alcance suficiente; tal 
vez resulte que estas demostraciones son imposibles; pero no cabe duda 
de que un lenguaje coherente, lo sea o no de un modo demostrable, 
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es preferible a un lenguaje que sepamos es incoherente. Es difícil expli- 
car por qué la incoherencia, en el sentido básico que damos aquí a la 
palabra, es algo tan aborrecible para el intelecto humano, pues el ha- 
cerlo quizá requiera un análisis de ella más detenido que los que se han 
hecho hasta ahora. (Véase de nuevo (V, E).) Sea como fuere, el único 
medio de abordar el problema de la coherencia es fundamentalmente 
el estudio de los lenguajes formalizados, ya que sólo los sistemas lingiiís- 
ticos son coherentes o no (en el sentido quizá fundamental de la pa- 
labra) ?. 

Otra propiedad metateórica importante y ampliamente estudiada 
de los sistemas lingiiísticos formalizados es la completitud. Decir que un 
sistema es completo, en un sentido apropiado de la palabra, significa 
decir, en términos generales, que toda proposición de dicho lenguaje que 
sea verdadera en una interpretación especificada es también demostrable 
a partir de los axiomas; los axiomas de un sistema que es completo en 
este sentido caracterizan totalmente aquello que es verdadero dentro 
de su asunto. Otro modo de expresar que un sistema lingiiístico es com- 
pleto consiste en decir que, para cada proposición del lenguaje, o ella 
o su negación son demostrables. Dentro de un sistema formal metateó- 
rico apropiado, y para un lenguaje objeto apropiado, estas dos caracteri- 
zaciones de la completitud son equivalentes. (Véase (V, F).) Aunque es 
muy deseable que un sistema formal sea completo, se encuentra muchas 
veces que falta esta propiedad, especialmente en los sistemas lingiiísti- 
cos de gran alcance deductivo. Pero no por ello deja de ser una especie 
de ideal, aun cuando los sistemas científicos y filosóficos más importan- 
tes no llegan a alcanzarlo. (Véase (V, H-I).) 

Una vez que se ha determinado cuáles son los signos primitivos (no 
definidos) de un lenguaje, se introducen nuevas expresiones mediante 
definiciones. Las definiciones han de darse, evidentemente, en determi- 
nado orden, a fin de evitar los círculos viciosos. En rigor, siempre pue- 
den eliminarse los signos definidos, y el orden en el cual se eliminan dos 
signos definidos debe ser indiferente. Existen definiciones tales que in- 
troducen abreviaciones para expresiones que contenían otras ya 
definidas; de este modo se establece una especie de orden entre las defi- 
niciones, aunque totalmente extraño al desarrollo del sistema a partir 
de los elementos primitivos; pero, cuando consideramos la interpreta- 
ción del sistema, el orden en el cual hemos establecido las definiciones 
engendra un orden correspondiente en nuestras ideas: partimos de de- 
terminadas expresiones primitivas, cuya interpretación está fijada, 
para llegar a series más largas de expresiones primitivas (que se hallan 
abreviadas en las definiciones) y cuya interpretación depende por com- 
pleto de la dada a los elementos primitivos. 

Asimismo, el hacer estas listas sistemáticas de definiciones nos per- 
mite comparar con más conocimiento de causa las consecuencias de las 
diversas definiciones posibles y ponderar así sus ventajas relativas. 
Gran parte del pensamiento sistemático trata de la definición. Desde un 
punto de vista estricto, las definiciones son meras abreviaciones, como 


1 Por supuesto, se suele hablar de un razonamiento coherente, de premisas cohe- 


rentes, de comportamiento coherente, etc. Pero estos usos son derivados. 
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hemos indicado, pero, como señala Whitehead, «...si abandonamos el 
punto de vista estrictamente lógico, vemos a] momento que las defi- 
niciones constituyen la parte más importante del tema. El acto... 
[de dar una definición] ...es de hecho el acto de elegir las diversas ideas 
complejas que han de ser el especial objeto de estudio. Todo el tema 
estudiado depende de semejante elección» *. Sólo dentro del marco de 
un lenguaje formalizado pueden darse definiciones en el sentido estric- 
to de la palabra y, por tanto, sólo dentro de este marco pueden deter- 
minarse cuidadosamente las ventajas y desventajas relativas de las 
diversas definiciones posibles. 

El enunciado explícito de axiomas y reglas y la demostración siste- 
mática de teoremas por medio de ellos establecen un orden y una su- 
cesión en nuestras aserciones o teoremas, del mismo modo que las series 
de definiciones lo establecen en nuestras ideas. Esta ordenación suele 
constituir una ayuda inmensa para el aprendizaje, por lo cual resulta 
pedagógicamente útil: cualquiera que sea su nivel de madurez, los estu- 
diantes, una vez que se han familiarizado con las reglas básicas de la 
formalización, encuentran que la presentación sistemática de un asunto 
facilita mucho su aprendizaje; cuando han llegado a dominar dichas 
reglas básicas, no suelen quedar satisfechos con la presentación amorfa 
de un asunto que es más habitual. Y tampoco es en absoluto difícil 
dominar estas reglas. La notación lógica, como ha dicho Woodger, 
«no tiene nada de particularmente erudito o exótico; nos permite 
expresar con brevedad y precisión ideas (en su mayoría perfectamente 
familiares) que el lenguaje ordinario expresa de un modo largo y am- 
biguo; su campo de aplicación es sumamente amplio...; el uso permite 
familiarizarse pronto con ella y, con cierta práctica, su manejo se vuelve 
rápido y cómodo; se está empezando a reconocer como instrumento 
indispensable en toda investigación exacta. En cuanto a su generalidad, 
los conceptos esenciales de los Principia Mathematica tienen títulos 
iguales, si no mejores, que el álgebra y la geometría tradicionales, para 
ser “enseñados en las escuelas” ? 

Aunque los lenguajes naturales bastan para realizar muchos fines 
intelectuales y de comunicación, se requiere con frecuencia una preci- 
sión mucho mayor de la que pueden proporcionar, sobre todo en el 
discurso filosófico científico. Woodger ha subrayado esto con fuerza 
al escribir que un lenguaje natural «no sólo sirve para la comunicación 
en sentido científico. También se usa para escribir poesía, para la devo- 
ción religiosa, para la controversia política y para convencer a la gente 
de que compre algunos productos de la actividad industrial que en caso 
contrario no le apetecerían. Estos fines tienen para con el lenguaje exi- 
gencias muy diferentes de las que tiene la ciencia. Las exigencias de 
la ciencia [y de la filosofía] se muestran al que las investiga sorpren- 
dentemente reducidas, de modo que la excesiva riqueza de un lenguaje 
natural, como el inglés, es una fuente de perplejidades. Nos induce a 
1 A. N. WHITEHEAD, The AÁxioms of Projective Geometry (Cambridge University 
Press, Cambridge, 1906), p. 2 


2 J. H. WooDcER, The Axiomatic Method in Biology (Cambridge University 
Press, Cambridge, 1937), p. IX. 
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emplear recursos lingiísticos extraídos de usos extra científicos [o 
extra-filosóficos] que pueden tener consecuencias desafortunadas. Las 
metáforas, por ejemplo, que abundan en algunas ramas de la biología, 
son frecuentemente sugestivas y pueden ser inofensivas si se reconoce 
lo que son. Pero, en el mejor de los casos, no hacen sino suplir y 
sustituir a auténticos enunciados biológicos, y el hecho de recurrir 
a ellos implica, con seguridad, falta de madurez científica. La ciencia 
exige una gran austeridad y disciplina lingiísticas, y los cánones del 
buen estilo en la escritura científica son diferentes de los establecidos 
para otras actividades más o menos literarias» ?, 

La formalización de un sistema lingiiístico que exprese un campo 
dado de la teoría científica o filosófica nos permite poner en claro 
los escasos recursos lingiísticos necesarios y separar así los elementos 
lingúísticos esenciales de los que no lo son. Entre los esenciales se ha- 
llan algunos que son comunes a todos los sistemas y otros que sólo 
siryen para uno o varios sistemas particulares. Los elementos esenciales 
comunes constituyen el vocabulario lógico, y los otros, el no lógico o 
descriptivo. (Véase el capítulo 11.) Mediante la formalización logramos 
una enumeración explícita del vocabulario lógico y no lógico necesario: 
esta enumeración, junto con la definición de “fórmula”, el enunciado de 
los axiomas y reglas, etc., constituye una caracterización precisa de la 
estructura lógica o lingúística de la disciplina en cuestión. 

Los lenguajes formalizados muestran también ventajas como medios 
de comunicación en toda disciplina exacta o ampliamente desarrollada. 
Están explícitamente encaminados a facilitar la formulación de reglas 
semánticas y la definición de nuevos términos, razón por la cual la comu- 
nicación dentro de estos lenguajes es a la vez más fácil y más eficaz 
que cuando se emplean medios menos exactos. 

Al extendernos tanto sobre la importancia de la formalización para 
el análisis filosófico y la metodología de las ciencias, no pretendemos 
haber dicho nada fundamentalmente nuevo. El punto de vista que 
hemos planteado presenta rasgos esenciales antiguos, y por él han abo- 
gado con frecuencia algunas de las grandes figuras de la historia de la 
filosofía. Parece tener su origen en Platón; A. E. Taylor ha comparado 
la dialéctica platónica con el método de formalización: «podemos decir 
que lo que la República llama “dialéctica” no es, en principio, nos dice, 
otra cosa que la rigurosa e ingrata labor de prudente escrutinio de los 
elementos indefinibles e indemostrables de las ciencias, y que, en particu- 
lar, ...el ideal [de Platón], hasta donde alcanzan las ciencias de las que 
él trata directamente, no es sino esa reducción de la matemática a la 
deducción rigurosa a partir de premisas lógicas formuladas expresa- 
mente y mediante métodos lógicos especificados con exactitud, de la 
cual la obra de Peano, Frege, Whitehead y Russell nos ha dado un 
magnífico ejemplo» ?. 

Las ideas esenciales de los métodos de formalización e interpreta- 
ción han impregnado profundamente la mentalidad occidental y cons- 


1 Biology and Language, pp. 7-8. 
2 A. E, Tayuor, Plato the Man and His Work (Dial Press, New York, 1936 
(1.* edición en 1922)), p. 293. 
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tituyen tal vez el prototipo ideal de algunos aspectos de lo que llamamos 
pensamiento racional. Muchos filósofos y metodólogos usan los rasgos 
esenciales de estos métodos sin tener quizá conciencia clara de ello. 
Pero no puede saberse demasiado de métodos que se emplean constante- 
mente; una mayor conciencia de los detalles de formalización e interpre- 
tación ayudaría a elevar el nivel medio de la polémica filosófica y meto- 


dológica. 


D. LENGUAJES MATEMÁTICOS, CIENTÍFICOS Y FILOSÓFICOS 


La técnica de la formalización ha logrado, sin duda, su mayor 
éxito hasta la fecha en su aplicación a la matemática. Se han establecido 
y estudiado meticulosamente dos clases de lenguajes formalizados 
de gran alcance, de especial importancia para la matemática: los basa- 
dos en la teoría zermeliana de conjuntos y los basados en la teoría de 
tipos de Russell. (Véase el capítulo VI. Existen —naturalmente— 
otras clases, derivadas de la teoría de conjuntos, pero todas ellas pare- 
cen combinar de diversas maneras unas características que se hallarán 
siempre en uno u otro de estos dos tipos fundamentales.) Sin embargo, 
apenas puede pretenderse que estos lenguajes hayan demostrado, 
hasta ahora, tener interés para el matemático activo; no cabe duda 
de que su formulación es un capítulo importante en la historia del ri- 
gor matemático, pero el rigor es un tema secundario en la vasta estruc- 
tura de la matemática moderna: los más importantes descubrimientos 
matemáticos han sido, sin duda, de tipo sumamente intuitivo, y es 
discutible si el uso de lenguajes formalizados llegará a contribuir ver- 
deramente a la realización de descubrimientos matemáticos. 

Pero los lenguajes formalizados tienen interés en la investigación 
acerca de la matemática y de varios de sus campos en conjunto. En este 
terreno ha surgido un nuevo cúmulo de problemas cuyo estudio ha 
dado lugar al desarrollo de una nueva ciencia, la metamatemática. 
Esta constituye otro aspecto de la matemática del siglo xx, junto con 
la topología, el álgebra moderna o la estadística matemática. La meta- 
matemática presupone y utiliza la técnica de la formalización, pero 
sólo de un modo preliminar (aún quedan problemas por resolver acerca 
del mejor modo de formalizar una teoría matemática dada para fines 
metamatemáticos determinados); mas la formalización qua formali- 
zación quizá carezca de importancia para la matemática salvo como 
preludio a la metateoría: el asunto de los lenguajes matemáticos es tan 
preciso y claramente delimitado, y los matemáticos penetran en ellos 
de un modo tan intenso y profundo, que la formalización de un aspecto 
de la matemática no es muchas veces más que un procedimiento mecá- 
nico o rutinario. 

Cuando nos enfrentamos con un asunto menos exacto hallamos una 
situación muy diferente. Los conceptos y nociones, incluso, de las cien- 
cias físicas, cuyo desarrollo está muy avanzado, rara vez son tan pre- 
cisos como en la matemática; las definiciones son vagas y, con frecuen- 
cia, están mal formuladas, o, en el mejor de los casos, los términos 
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están sólo parcialmente definidos. La naturaleza de la lógica subya- 
cente se especifica muy pocas veces, si es que se ha especificado alguna 
vez, de forma que frecuentemente se ignora si determinados principios 
lógicos (o de otra índole) pueden usarse en un contexto dado, e incluso 
si de hecho se usan. En terrenos semejantes el método de formalización 
tiene mucho que aportar. 


Se discute si las técnicas precisas de la formalización y la interpreta- 
ción pueden contribuir eficazmente al descubrimiento en la ciencia 
empírica. Algunos pretenden que, puesto que el descubrimiento cientí- 
fico —ya sea de hechos o de leyes explicativas— es, ante todo, intui- 
tivo, o cuestión de suerte, o de ensayos y errores, los refinados instru- 
mentos de la lógica moderna son de escasa utilidad. Otros arguyen que 
dichos instrumentos ayudan a descubrir tanto hechos como hipótesis, 
llamando la atención, por ejemplo, sobre campos de observación inex- 
plorados y sugiriendo formas de enunciados más generales que las 
hipótesis aceptadas o diferentes de ellas?. Si algunos científicos empí- 
ricos encuentran útiles estos instrumentos, tanto mejor. Tal vez dispon- 
dríamos de unas razones más terminantes si los científicos conocieran 
más profundamente los métodos de la lógica moderna; en realidad, 
puede muy bien resultar que esta utilidad se haya exagerado algo. 


Sin embargo, no cabe duda de que el método de formalización es de 
utilidad en tanto que ayuda a esclarecer los resultados que son funda- 
mentales en la metodología de las ciencias (que hay que distinguir de su 
práctica): ya hemos señalado este punto anteriormente. Los estudios 
contemporáneos de la metodología científica tratan, sobre todo, de la 
sintaxis y la semántica del lenguaje de la ciencia. Se han llevado a 
cabo algunos importantes estudios acerca de la formalización del len- 
guaje de las ciencias (con fines metodológicos), y de la explicación de con- 
ceptos fundamentales comunes a las distintas ciencias; basta con men- 
cionar a modo de ejemplos algunos trabajos sobre la estructura lingiís- 
tica de la mecánica newtoniana, sobre la teoría de la relatividad, sobre 
los fundamentos de la lógica inductiva y de la probabilidad, sobre la 
teoría de la medición, sobre la teoría del comportamiento en el aprendi- 
zaje de memoria y sobre la explicación de algunos conceptos básicos 
de algunas ramas de la biología 2. No es ésta la ocasión de examinar 
ninguno de ellos detalladamente: lo único que deseamos señalar aquí 
es que la formalización qua formalización es de fundamental importan- 


cia para la metodología de las ciencias, aun cuando no lo sea para su 
práctica real, 


1 


: Véase el ensayo de WooDGER, «Mathematical Logic as a Tool of Analysis». 


Véanse, p. ej., J. C. C. MacKinseY, J. Sucar y P. SupPpPEs, «Axiomatic 
Foundations of Classical Particle Mechanics», Journal of Rational Mechanics and 
Analysis, 2 (1953); H. ReICHENBACH, Áxiomatik der relativistischen Raum-Zeit-Lehre 
(Braunschweig, 1924); R. CARNAP, Logical Foundations of Probability (University of 
Chicago Press, Chicago, 1950), CLARK Hurt, F. B. Frrcn, et al., Mathematico-Deductive 
Theory of Rote Learning (Yale University Press, New Haven, 1940; y J. H. WooDGER, 
The Axiomatic Method in Biology y Biology and Language. Véanse también CARL G.. 
HemPEL, Fundamentals of Concept Formation in Empirical Science (International 
Encyclopedia of Unified Science, vol. 11, núm. 7, University of Chicago Press, Chicago, 
1952) y R. CARNAP, Foundations of Logic and Mathematics, ibíd. (vol. 1, núm. 3: 1939). 
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Hemos apuntado más arriba que la formalización en cuanto tal 
tiene también mucho que aportar a los procedimientos del análisis 
filosófico. Este trata, directa o indirectamente, de la explicación y el 
esclarecimiento de (o de las relaciones entre) nociones, conceptos o 
principios que se hallan en las diversas ciencias o en el discurso acerca 
de la experiencia, la literatura, el arte, la religión, la historia, etc. Expli- 
car o analizar cuidadosamente un concepto o principio es incorporar un 
elemento que le corresponda con precisión a una teoría rigurosamente 
estructurada. (Véase, más adelante, el $ E.) Siempre que hablamos 
de una teoría o sistema filosóficos nos estamos refiriendo directa o indi- 
rectamente o, al menos, así lo parece, a un lenguaje formalizado, esté 
o no formulado explícitamente tal lenguaje. 

Por supuesto, con frecuencia hay que hacer un trabajo preliminar 
muy penoso antes de poder formalizar adecuadamente los resultados 
de un análisis filosófico. Muchas veces sólo se consigue una formaliza- 
ción aproximada, o a lo sumo de sólo una parte muy reducida del aná- 
lisis proyectado. En este caso sólo puede llevarse a cabo una forma- 
lización parcial. 

Distingamos entre un lenguaje completamente formalizado y un len- 
guaje parcialmente formalizado. En los $8 A-B hemos indicado siete 
apartados que establecían un lenguaje completamente formalizado, 
de los cuales sólo cuatro se requieren para formalizar un lenguaje par- 
cialmente. Si exigimos sólo 

(i) el vocabulario primitivo, 
(ii) una definición de “fórmula” (y quizá de *término”), 
(vi) algunas definiciones o abreviaciones 


(vii) reglas semánticas, 

el resultado es, evidentemente, un lenguaje, en el sentido de que cons- 
tituye un instrumento mediante el cual es posible la comunicación. 
Pero está sólo parcialmente formalizado, debido a la ausencia en él de 
axiomas, reglas de deducción y teoremas. El carácter de la lógica sub- 
yacente puede estar especificado o no (véase el capítulo 11); si lo está, 
quedan determinados los axiomas y reglas lógicos, y con ellos los teoremas. 
Pero un sistema lingúístico completamente formalizado ha de contener, 
igualmente, una especificación de los axiomas y reglas no lógicos. 


Cuando hablamos de la importancia para el análisis filosófico de los 
lenguajes formalizados, incluimos también los parcialmente formaliza- 
dos. A] mismo tiempo hemos de reconocer que estos últimos no son sino 
pasos o etapas hacia lenguajes completamente formalizados, y que 
nuestro objetivo como teóricos de la filosofía se alcanza sólo en parte si 
no se especifican por completo los axiomas y reglas no lógicos. Los 
axiomas y las definiciones se hallan estrechamente entrelazados: un 
ligero cambio en uno de ellos ocasiona a veces un cambio fundamental 
en otro; por lo tanto, es sumamente conveniente dar las reglas y los 
axiomas, lógicos y no lógicos, siempre que sea posible. Pero la dificultad 
que presenta llevar a cabo esto hace que hayamos de contentarnos, 
muchas veces, con formalizaciones sólo parciales. 

Los lenguajes parcialmente formalizados son de especial interés en 
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aquellos terrenos que no se han desarrollado ampliamente o que tratan, 
hablando en general, de un asunto vago o impreciso. Los lenguajes for- 
malizados que tratan de asuntos precisos y claramente delimitados, como 
en matemáticas, tienen quizá (como hemos visto) poco interés para el 
científico activo; pero cuando el asunto carece de la tajante y precisa sim- 
plicidad que tiene en la matemática, entonces pueden ser una verdadera 
ayuda para el teórico que lo estudia: el uso de un vocabulario bien deter- 
minado puede facilitar la ordenación y clasificación del asunto estudiado; 
quizá haya que tomar decisiones arbitrarias acerca de la extensión o 
el grado de algún que otro término; tal vez presente grandes dificultades 
la caracterización exacta de las proposiciones que se autorizan, etcé- 
tera; pero, aun cuando nuestro análisis no dé otro resultado neto que 
un lenguaje parcialmente formalizado, habremos dado un importante 
paso hacia adelante. 

Como ejemplos de lenguajes parcial o completamente formalizados 
de destacado interés filosófico, podemos mencionar los metalenguajes 
(de Tarski y Carnap) que contienen un concepto semántico de verdad, 
los sistemas que explican los conceptos de necesidad y analiticidad o 
verdad lógica, los referentes al concepto de grado de confirmación o de 
apoyo en pruebas y los referentes al análisis de cualidades y de sus 
relaciones con la experiencia y con objetos físicos *. Podemos citar 
también otros lenguajes más antiguos, como el de Principia Mathe- 
matica o el de la teoría zermeliana de conjuntos, que proporcionan teo- 
rías referentes a conceptos tan importantes desde el punto de vista fi- 
losófico como los de número, continuidad, infinito y otros. 


E. EXPLICACIÓN Y RECONSTRUCCIÓN RACIONAL 


Muchos sistemas lingiiísticos filosóficos importantes han sido for- 
mulados por filósofos afines al empirismo lógico. Los empiristas lógicos 
dicen con frecuencia que su trabajo proporciona una explicación o una 
reconstrucción racional de un concepto o principio, o de un terreno dado 
de conocimientos. «La tarea de la explicación —dice Carnap-— consiste 
en transformar un concepto dado más o menos inexacto en un concepto 
exacto 0, mejor, en sustituir el primero por el segundo». El concepto 
inexacto «puede pertenecer al lenguaje cotidiano o a una etapa ante- 
rior del desarrollo del lenguaje científico». Por otra parte, el nuevo 
concepto, más exacto, «ha de darse mediante reglas explícitas para su 
uso; por ejemplo, mediante una definición que lo incorpore a un sistema 
de conceptos científicos, ya sean lógico-matemáticos o empíricos» ?. 


1 Véanse, p. ej., A. TARSK1, Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen, 


Studia Philosophica, 1 (1936), pp. 261-405; R. CARNAP, Meaning and Necessity (Uni- 
versity of Chicago Press, Chicago, 1947) y «Modalities and Quantification», The Journal 
of Symbolic Logic, 11 (1946), pp. 33-64; F. B. FrrcH, Symbolic Logic An Introduction 
(The Ronald Press, New York, 1952), pp. 64-80 y 164-6; R. CARNAP, Logical Foun- 
dations of Probability y Der logische Aufbau der Welt (Weltkreis-Verlag, Berlin-Schlach- 
tensee, 1928) y N. Goopman, The Structure of Appearance (Harvard University Press, 
Cambridge, 1951). 
2 R. CARrvApP, Logical Foundations of Probability, p. 3. 
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Gran parte de la tarea de la filosofía sistemática consiste en dar una 
explicación en este sentido de diversos conceptos, es decir, no sólo un 
cuidadoso análisis lógico del concepto más antiguo, sino también la 
incorporación del nuevo dentro de una rigurosa estructura sistemática; 
esta última no es otra que un sistema lingúístico formalizado, sin el 
cual no puede tener lugar una auténtica explicación. 

Tendríamos que distinguir cuidadosamente, en el empirismo lógico, 
las facetas lógicas de las empiristas, pues hasta cierto punto son indepen- 
dientes entre sí. Se puede, sin duda, proporcionar una explicación a 
determinados conceptos en términos no empiristas: el concepto se- 
mántico de verdad, por ejemplo, no parece depender de la tesis empi- 
rista, aunque tampoco la contradice en modo alguno. El hecho es que 
proporcionar una explicación, en el sentido de Carnap, es usar funda- 
mentalmente los procedimientos de la lógica o de la formalización. 
Pero el que la explicación sea de tipo empirista depende de considera- 
ciones ulteriores; en rigor, la explicación no supone una posición empi- 
rista o antiempirista, aunque tal vez algunos conceptos sólo puedan expli- 
carse adecuadamente en términos que satisfagan las exigencias empiris- 
tas, mientras que otros quizá no dependan en modo alguno de estas 
exigencias. 


El método de la explicación, que implica una formalización que in- 
cluye la interpretación, tiene sin duda una aplicabilidad potencial mu- 
cho más amplia de la que suele reconocérsele y no es en absoluto pro- 
piedad exclusiva de ninguna escuela filosófica. Tal vez esté todo el 
mundo de acuerdo de que la explicación en este sentido neutral es una 
de las tareas importantes que debe proponerse la filosofía. En el apar- 
tado anterior ya hemos sugerido que es éste el caso; si efectivamente 
es así, la formalización y la interpretación demostrarán su importancia 
para la metafísica, la ética, la estética, la teología, la filosofía de la 
historia 1, etc., sean éstas de carácter empirista o antiempirista. Estos 
métodos, como la lógica misma, parecen neutrales con relación a las 
conclusiones filosóficas opuestas: tratan de asuntos que hay que resol- 
ver de un modo satisfactorio antes de entrar en construcciones filosó- 
ficas o metodológicas específicas. 


F. PARADOJAS, LENGUAJE NATURAL Y APROXIMACIÓN 


Se pretende a veces que un lenguaje natural, como el inglés, es incohe- 
rente debido a la presencia en él de paradojas o antinomias. En los últi- 
mos años han surgido dos tipos de paradojas, las lógicas y las llamadas 
semánticas o epistemológicas ?. Entre Jas paradojas lógicas se cuentan, 
por ejemplo, las de Russell y Burali-Forti. (Véase (VI, C).) Algunos sos- 
tienen que el lenguaje natural es incoherente debido a la presencia en él 
de la paradoja de Russell y de otras. Pero establecer esto de un modo 


1 Véase, p. ej., P. SCHRECKER, Work and History, An Essay in the Structure of 
Civilization (Princeton University Press, Princeton, 1948), que puede estudiarse con 
provecho en relación con este punto. 

2 Véase, p. ej., F. P. Ramsey, The Foundations of Mathematics (Kegan Paul, Lon- 
don, 1931). 
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definitivo presentaría inmensas dificultades, por una razón: presupon- 
dría una formalización al menos parcial del lenguaje natural de que se 
tratara. | | 

Algunos piensan que puede mantenerse con más seguridad que el 
lenguaje natural contiene al menos algunas de las paradojas semánticas. 
Estas difieren de las lógicas en que incluyen esencialmente de un modo 
u otro las palabras “designa”, “nombra”, “es verdadero” u otras análogas. 
Por ejemplo, una forma de la llamada paradoja de Epiménides (atribui- 
da a Eubúlides) se desarrolla aproximadamente del modo siguiente. 
Supongamos que alguien dice: 

(1) “Esta proposición no es verdadera” ?, 

en donde “esta proposición” se refiere a la misma proposición (1). Se 
presume que la propia (1) es una proposición y por ello verdadera o 
falsa. Supongamos que es verdadera: entonces lo que dice acontece de 
hecho, luego no es verdadera. Por otra parte, supongamos que (1) es 
falsa: entonces lo que dice no acontece, luego es verdadera. La propo- 
sición (1) es, pues, verdadera si y sólo si no es verdadera, lo cual es con- 
tradictorio. Se admite que (1) es una proposición legítima del castellano 
natural y que las diversas leyes usadas (tácitamente) aquí al desarrollar 
la contradicción son leyes aceptables dentro de este idioma. Pocas dudas 
pueden caber, si estos supuestos son correctos y si el razonamiento corres- 
ponde plenamente a los hechos, de que el castellano natural contiene 
esta antinomia semántica y, por tanto, es contradictorio. 

No es esencial aquí tomar un partido u otro acerca de la coherencia 
del lenguaje natural. Como ya hemos sugerido, tal vez no pueda esta- 
blecerse esta conclusión definitivamente hasta que se sepa mucho más 
acerca de la estructura sintáctica y semántica precisa que implica. El 
análisis de la denotación y del significado en los lenguajes naturales 
presenta problemas de gran dificultad, que no pueden resolverse por 
métodos casuales: la formulación precisa de estos problemas, dejando 
a un lado su solución, requiere posiblemente el desarrollo de cuidadosos 
métodos empíricos de análisis. Sin duda la lingiiística empírica habrá 
de contribuir mucho a este desarrollo ? y quizá también los estudios 


sociales y psicológicos acerca del comportamiento y las reacciones 
lingúísticas. 


1 El autor emplea aquí la palabra “sentence” (traducida por *proposición”), que a ve- 


ces se reserva como término técnico para (determinado tipo de) fórmulas del cálculo 
lingiiístico formalizado sin interpretar, es decir, en un plano puramente sintáctico, 
previo a toda determinación semántica (esta misma palabra es la que se utiliza en este 
libro justamente en el sentido que acabamos de indicar). Pero aunque en el caso presente 
(y en otros lugares: p. ej., en el segundo párrafo del capítulo V, $ D) designa, sin duda 
alguna, una auténtica proposición (es decir, la emplea para —determinado tipo de— 
fórmulas interpretadas), como, por otra parte, no utiliza la contraposición sentence-pro- 
position (pues no recurre a esta última palabra, salvo en algún caso aislado, p. ej. en 
la pág. 106, en que hemos vertido “proposition” por “enunciado”), hemos traducido en 
toda la obra “sentence” por *proposición”, que conduce a expresiones más habituales 
en castellano que las formadas a partir de la versión de 'sentence” (cuya traducción, 
por lo demás, difícilmente es satisfactoria) (N. de los T.). 

2 Véase, p. ej., Z. Harris, Methods in Structural Linguistics (University of Chicago 
Press, Chicago, 1951). También C. Morris, Foundations of the Theory of Signs (In- 
ternational Encyclopedia of Unified Science, vol. 1, núm. 2, University of Chicago Press 
Chicago, 1938), y Signs, Language and Behavior (Prentice-Hall, New York, 1946). 
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Entre tanto, ha de hallarse una importante aproximación a los pro- 
blemas de la denotación y del significado en el lenguaje natural, que 
suelen descuidar sus investigadores, en el estudio de los lenguajes for- 
malizados de poder expresivo creciente. Podemos llamar a este método 
la consideración aproximada o abstracta del lenguaje natural. 


En toda investigación exacta, por ejemplo, al desarrollar una teoría 
sobre un asunto dado, se abstrae, por así decirlo, de su complejidad total: 
se separan algunos rasgos para su estudio explícito y al separar estos 
rasgos hay que descuidar otros. Pero con este descuido restringimos el 
asunto tratado de tal forma que puede someterse con más facilidad a 
una caracterización exacta. Semejante abstracción es quizá algo esen- 
cialmente concomitante al pensamiento sistemático. 


Carnap ha señalado recientemente la importancia de la abstracción 
en el estudio de determinados problemas de la metodología de las cien- 
cias. «...[M]ediante la abstracción que operamos a fin de construir 
nuestro sistema... —dice— desatendemos algunos rasgos. ...Algunos 
filósofos dicen que, debido a la abstracción que conduce a la lógica o, 
de un modo similar, a la física cuantitativa, algunos aspectos de la 
realidad (como, por ejemplo, las “cualidades genuinas” o “qualia”) per- 
manecen para siempre fuera de nuestra comprensión. No estoy de 
acuerdo con este criterio.» Y continúa: «...Esto puede aclararse mediante 
la analogía siguiente. Supongamos que se da un área circular y que 
deseamos cubrir parte de ella con cuadriláteros que tracemos dentro 
del círculo y que no se solapen unos con otros. Esto puede hacerse de 
muchas maneras diferentes; pero, cualquiera que sea la adoptada y 
por mucho que avancemos en esta operación (finita), nunca lograremos 
cubrir toda el área circular. Sin embargo, no es cierto que —en analogía 
con el punto de vista filosófico citado— exista punto alguno del área que 
no pueda cubrirse. Por el contrario, para todo punto e inluso para 
todo número finito de puntos, existe un conjunto finito de cuadriláteros 
que los cubren todos. La abstracción provoca una situación análoga. 
En toda construcción de un sistema de lógica o, en otras palabras, de 
un sistema lingiístico con reglas [sintácticas y semánticas] exactas, 
algo se sacrifica, no se capta, debido a la abstracción o esquema- 
tización que implica. Sin embargo, no es cierto que exista algo que no 
pueda ser captado por un sistema lingúístico, escapando así a la lógica. 
Para un solo hecho del mundo puede construirse un sistema lingiiístico 
capaz de representar este hecho sin comprender ningún otro...» !, 


«Algunos científicos y filósofos —indica Carnap— sienten una fuerte 
aversión a toda abstracción o esquematización. Piden que todo análi- 
sis de la ciencia metodológico o incluso lógico nunca pierda de vista el 
comportamiento real de los científicos en el laboratorio y ante la mesa 
de trabajo. Nos previenen del peligro de desatender algunos de los fac- 
tores que un buen científico toma en consideración al descubir y com- 
probar sus hipótesis... Pienso que este criterio contiene una idea acer- 
tada e importante. Siempre que valoramos una abstracción deberíamos 
ciertamente tener plena conciencia de lo que hacemos y no olvidar que 


1 R. CARNAP, Logical Foundations of Probability, p. 210. 
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dejamos a un lado ciertos rasgos de los procesos reales y que estos rasgos 
de los que hacemos abstracción de momento no deben pasarse por alto 
completamente, pues hay que situarlos correctamente en determinado 
punto de la investigación científica total. Por otra parte, algunos auto- 
res, al exagerar esta exigencia válida haciendo de ella una repulsa total 
de toda esquematización y abstracción..., privan a la ciencia de algunos 
de sus métodos más fructíferos.» 


«La historia de la ciencia está llena de ejemplos de la utilidad e 
inmensa fertilidad de las abstracciones. Uno de los ejemplos más sobre- 
salientes es la geometría. Fue creada por un acto de abstracción: se 
prestó atención a las propiedades y relaciones espaciales de los cuerpos, 
desatendiendo todas las otras propiedades de color, substancia, peso, 
etcétera. Luego se dio otro paso audaz que condujo del mundo de los 
objetos concretos con sus propiedades directamente observables a un 
esquema compuesto de elementos construidos: la geometría se transformó 
en una teoría de determinadas configuraciones espaciales, cuyas pro- 
piedades están determinadas completa y exactamente. Esta geometría 
no trata ya de bolas de madera o hierro, sino de esferas, esferas 
perfectas a las cuales las bolas se aproximan de un modo más o menos 
grosero. Trata de líneas rectas infinitas, algunos segmentos finitos 
de las cuales están representados aproximadamente, en el mejor de los 
casos, por ciertos hilos y aristas de cuerpos... Hoy en día es evidente 
que el magnífico desarrollo de la geometría a través de su historia de más 
de dos mil años hubiera sido imposible sin estas abstracciones y que el 
desarrollo de la física hubiera sido imposible sin el de la geometría. 
El resultado final es, pues, que no sólo desde el punto de vista del mate- 
mático, sino también desde el del físico, las abstracciones en geometría 
son enormemente útiles e incluso prácticamente indispensables. Aunque 
la finalidad sigue siendo la investigación, no de las configuraciones 
abstractas, sino de las propiedades espaciales observables de los obje- 
tos concretos, sin embargo resulta que la geometría abstracta proporcio- 
na el método más eficaz para esta investigación, mucho más eficaz que 
cualquier método que trate directamente de propiedades espaciales 
observables. Otros numerosos métodos de abstracción o esquematiza- 
ción han demostrado ser fructíferos en la física. Esto hace ver que si 
deseamos obtener un conocimiento de los objetos y sucesos de nuestro 
alrededor como ayuda para nuestras decisiones en la vida práctica, 
entonces el rodeo que, partiendo de estos objetos, conduce primero a 
un esquema abstracto, puede a la larga ser mejor que el camino directo 
que permanece cerca de los objetos y de sus propiedades observa- 
bles» ?. 

Nos hemos extendido tanto en la cita de las sólidas observaciones de 
Carnap porque proporcionan en esbozo un argumento en pro de la consi- 
deración aproximada del lenguaje natural. Esta consideración supone 
que el mejor modo de acercarse al poder expresivo del lenguaje natural 
es por medio de lenguajes formalizados construidos con fines científicos, 
metodológicos o filosóficos explícitos. Hemos llamado a esta consideración 


1 RR, CARNAP, ibíd., pp. 215-17. 
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a la vez “abstracta” y “aproximada”. Podemos empezar nuestra investi- 
gación con un lenguaje natural e ir tallándolo, por así decirlo, con fines 
metodológicos específicos; también podemos partir de lenguajes formali- 
zados muy limitados y construir sistemas de mayor complejidad cada 
vez: ambos métodos dan esencialmente el mismo resultado final. El 
lenguaje formalizado resultante puede no contener más que una pe- 
queña parte del poder expresivo de un lenguaje natural; pero toda parte 
teórica de un lenguaje natural puede representarse de este modo por 
algún sistema formalizado: cada lenguaje formalizado está así conte- 
nido, verosímilmente, en el lenguaje natural. Un análisis exacto de la 
denotación y de la verdad, del tipo que vamos a presentar en este 
libro para lenguajes formalizados, debería estar contenido, por tanto, 
en todo análisis adecuado de los conceptos equivalentes para el lenguaje 
natural, 


En resumen: en el $ € hemos dado cerca de diecisiete razones de por 
qué se piensa que los lenguajes formalizados son importantes para el 
análisis filosófico y la metodología. (1) Con los procedimientos de forma- 
lización se consiguen una claridad y una precisión que quizá no puedan 
lograrse de otro modo. El uso de los lenguajes formalizados proporcio- 
na (2) una ayuda a la intuición, (3) una corrección del pensamiento 
defectuoso y (4) un método sistemático de criticar las ideas oscuras. 
(5) Un lenguaje formalizado ayuda a asegurarse de que todos los 
supuestos en un contexto dado están explícitamente establecidos. 
(6) Estos lenguajes nos permiten educir de un modo sistemático las conse- 
cuencias de nuestros supuestos. Por referencia a los sistemas lingiñís- 
ticos formalizados podemos hacer las importantes distinciones entre, 
(7) metalenguaje y lenguaje objeto y (8) sintaxis y semántica. (9) Puede 
establecerse una interpretación explícita de sus símbolos primitivos. 
(10) Los lenguajes formalizados proporcionan una base para el estudio 
de las propiedades metateóricas, para la comparación de teorías, para 
la reducción de una teoría a otra, etc. Sólo de ellos puede decirse que 
son, (11) coherentes, o (12) completos, en el sentido más extricto de 
estas palabras. (13) El uso de definiciones claras, de axiomas cuidadosa- 
mente establecidos y de teoremas explícitamente demostrados crea un 
orden correspondiente en nuestras ideas y afirmaciones, que es (14) 
pedagógicamente -útil por facilitar el aprendizaje. (15) El empleo de 
lenguajes formalizados nos permite caracterizar explícitamente la 
estructura lógica de una ciencia o de otra disciplina ampliamente des- 
arrollada; aquéllos (16) nos proporcionan instrumentos precisos de 
comunicación y (17) constituyen una especie de ideal al que aspira el 
pensamiento sistemático. Aparecen otras razones cuando consideramos 
(18) el papel de la explicación o reconstrucción racional, (19) la posible 
presencia de paradojas en el lenguaje natural, (20) la necesidad de la 
abstracción en todo discurso exacto y (21) la posibilidad de aproximarse 
al poder expresivo del lenguaje natural, con fines científicos, metodoló- 
gicos o filosóficos específicos, por medio de los lenguajes formalizados. 
Estos veintiún argumentos no son todos independientes entre sí, ni 
tampoco son en modo alguno exhaustivos. Muchos de ellos son también 
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probablemente algo toscos y necesitan una elaboración más completa 
de la que aquí puede darse ?. 


G. NÚCLEO MÍNIMO DE TEORÍA SEMÁNTICA 


Podemos ahora enunciar el objetivo primordial de este libro: pro- 
porcionar métodos de interpretación de los sistemas logísticos formali- 
zados, de los modos —a nuestro parecer— más simples y económicos 
posibles. 

Dado un sistema logístico formalizado, existen varios métodos de 
establecer una interpretación suya, que han sido estudiados cuidadosa- 
mente a través de la bibliografía de la lógica moderna. Todos estos 
métodos están bastante desarrollados y emplean fundamentalmente 
medios lógicos y matemáticos de gran complejidad; asimismo, suelen 
tener posibilidades de aplicación algo restringidas, por ser adecuados, 
ante todo, para el análisis semántico de determinado lenguaje objeto 
o de lenguajes objeto de determinado tipo (quizá muy limitado). 


Aquí nos ocuparemos, sobre todo, de métodos semánticos de suma 
simplicidad y de muy amplia generalidad. Desarrollaremos diversos 
métodos posibles, algunos de los cuales serán preferibles a otros en cier- 
tos aspectos; estos métodos parecerán particularmente simples y direc- 
tos cuando se comparen con otras formulaciones de la semántica. No 
es necesario admitir complicados supuestos por medio de axiomas o 
reglas: la semántica se incluye en lenguajes de tipo muy sencillo y los 
únicus conceptos matemáticos empleados son (poco más o menos) los 
de la aritmética elemental. Los métodos que aquí empleamos son tam- 
bién sumamente generales, aplicables de hecho a todos los lenguajes 
objeto de primer orden. La mayor parte de los lenguajes formalizados 
importantes que se han establecido son directamente de primer orden o 
pueden formularse rápidamente de nuevo como tales; los métodos aquí 


desarrollados son, por ello, aplicables a casi todos los lenguajes formali- 
zados. 


Formularemos en este libro una especie de núcleo mínimo de teoría 
semántica basada en la denotación. Para ello daremos definiciones de lo 
que se entiende por “semántica” y por “mínimo? y puede ser que la adecua- 
ción de estas definiciones no se admita inmediatamente; sin embargo, 
aduciremos en su favor razones convincentes y demostraremos que 
algunas de las teorías semánticas formuladas son mínimas en el sentido 


A 


1 Para evitar interpretaciones equivocadas, debemos indicar que, en relación 


con los argumentos acerca de la importancia de la formalización para la filosofía, 
hemos estado hablando principalmente de sistemas filosóficos. Los razonamientos 
filosóficos pueden, a veces, estar incluidos en sistemas filosóficos, pero no siempre lo 
están. Los razonamientos suelen estar, aunque no siempre, al nivel metalingúístico y 
frecuentemente utilizan proposiciones que no son declarativas. Semejantes razona- 
mientos no pueden ser formalizados en el sentido que tratamos aquí sobre la base de 
los conocimientos actuales. Ver, p. ej., G. RyzE, Philosophical Arguments (Inaugural 


Lecture, Oxford University Press, Oxford, 1945) y Dilemmas (Cambrigde University 
Press, Cambridge, 1954), capítulo VII, 


40 . Verdad y denotación 


definido. Es claro que las primeras teorías que presentaremos no son 
mínimas, por estar basadas esencialmente en los métodos tradicionales. 

Las diversas teorías semánticas que vamos a formular tienen la 
importante propiedad de ser coherentes con relación a los supuestos 
de la sintaxis subyacente del lenguaje objeto. Así, los métodos semánti- 
cos que empleamos son seguros en tanto que no contienen contradic- 
ciones, a no ser que las contengan la sintaxis subyacente o el lenguaje 
objeto. Debido a la posible presencia de paradojas semánticas en los 
lenguajes naturales y a la posibilidad de que éstas reaparezcan en cual- 
quier lenguaje que contenga ingredientes semánticos, la coherencia 
relativa de los métodos desarrollados reviste quizá un interés especial. 

Este núcleo mínimo de teoría semántica comprende como parte suya 
un tipo restringido de sintaxis. Puede pensarse que este conjunto de 
sintaxis y semántica constituye una especie de doctrina lingúística 
mínima acerca de la cual podría caber un acuerdo muy amplio. No pare- 
ce que otros tipos de semántica basada en la denotación —que utilicen 
medios de deducción lógicos más poderosos y conceptos más compli- 
cados— proporcionen una base para semejante acuerdo, por una razón: 
podría ponerse en duda su coherencia relativa; otra razón es que podrían 
no admitirse los complejos supuestos necesarios. Pero los supuestos que 
aquí admitimos son tan restringidos, que incluso filósofos y metodólogos 
de muy diferentes escuelas pueden quizá estar de acuerdo con ellos; o, al 
menos, esta porción de doctrina lingúística podría considerarse —por lo 
que hemos dicho— un prolegómeno necesario a todos los análisis sis- 
temáticos, filosóficos o metodológicos. 


H. SumaARio 


Podemos resumir muy brevemente el contenido básico de este libro 
como sigue: 

Una importante característica de la mayoría de las teorías que he- 
mos de presentar es que las expresiones denotadoras se toman en un 
sentido que parece esencialmente el mismo que ya les daba Hobbes. 
«De lo nombres —según éste— algunos son propios y hacen referencia 
singular a un solo objeto, como Pedro, Juan..., y otros son comunes a 
varios objetos, como hombre, caballo, árbol, cada uno de los cuales, 
aunque un solo nombre, es, sin embargo, el nombre de diversos objetos 
particulares...»!. De acuerdo con esto, los nombres o expresiones denota- 
doras pueden ser propios o comunes, esto es, pueden denotar o repre- 
sentar un solo objeto concreto, o bien pueden representar a la vez a 
cada uno de los objetos de una multitud. Lo que da a entender Hobbes 
reaparece con frecuencia en las obras lógicas británicas; se hallará en los 
libros de Mill, J. N. Keynes, Jevons, y otros. Este sentido es algo más 
amplio que el habitual hoy en día en las obras filosóficas, lógicas y se- 
mánticas: los nombres comunes o expresiones denotadoras se llaman 
ahora casi universalmente “predicados” y *'nombre” se usa exclusivamente 


1 Th. HonBes, Leviathan, edición de Cambridge, 1904, p. 15, 
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en el sentido de “nombre propio”; esta terminología se ha hecho habitual, 
en parte, sin duda, porque es la de Russell y Carnap. 

Pero existen también otras razones por las cuales “nombre” ha llegado 
a emplearse como sinónimo de “nombre propio”. Estas parecen girar 
alrededor de un supuesto básico que ha dominado el pensamiento 
semántico durante los dos o tres siglos últimos; Carnap lo ha llamado 
el Principio de univocidad. (Carnap no invoca necesariamente este 
principio por sí mismo; pero parece haber sido el primero en formularlo 
con claridad y en darse cuenta del importante papel que ha desempeña- 
do.) El Principio de univocidad establece aproximadamente que cada 
expresión denotadora en un lenguaje dado denota exactamente una 
entidad: luego ser un nombre es ser un nombre propio, ya sea el nombre 
de un individuo, clase, propiedad, función, valor de verdad o proposi- 
ción. Los nombres que denotan más de un objeto de cualquier género 
en rigor no son nombres en absoluto. 

EJ Principio de univocidad ha desempeñado históricamente un 
papel importante. Una característica destacada de muchas de las teo- 
rías semánticas que vamos a desarrollar aquí es, sin embargo, la no 
admisión de este principio, de forma que se permite a las expresiones o 
frases denotadoras representar a la vez más de un objeto. Pero, por 
supuesto, puecen también admitirse si se quiere nombres propios, que 
denotan un sclo objeto. Los nombres propios y las expresiones que deno- 
tan más de un objeto tienen muchas propiedades semánticas en común 
y tal vez se hallen aquí más estrechamente relacionados conceptual- 
mente que dentro de una semántica que emplee un principio de univo- 
cidad; no obstante, emplearemos “nombre” exclusivamente en el sentido 
de “nombre propio”: este empleo está actualmente tan establecido que 
poco podría ganarse al extenderlo para que incluya nombres comunes. 


La lógica subyacente que usaremos en todo este libro es del tipo que 
suele llamarse lógica de primer orden, la cual comprende sólo las teorías 
de las funciones veritativas, de los cuantificadores y posiblemente de la 
identidad, que son las más elementales de la lógica moderna (clásica, biva- 
lente). A fin de que el libro sea completo, expondremos en el próximo 
capítulo la lógica de primer orden necesaria: la formulación que adopta- 
mos es en lo esencial la de los Principia Mathematica en la forma debi- 
da a Church. Todos los sistemas lingiísticos que estudiaremos con 
algún detalle, ya sea como lenguajes objeto o como metalenguajes sin- 
tácticos o semánticos, son, en la terminología de Church, cálculos fun- 
cionales simples, aplicados, de primer orden con o sin inclusión de la 
identidad. 

La semática presupone la sintaxis y la contiene como parte. Como 
proemio a la semántica de primer orden, necesitaremos, por tanto, una 
sintaxis de primer orden, que ocupará el capítulo TIT. El tipo de formu- 
lación que damos se debe a Chwistek, Tarski y Quine. 

El estudio de la semántica propiamente dicha empieza en el capí- 
tulo 1V. La primera teoría semántica que hemos de presentar está basa- 
da en una relación llamada denotación múltiple; ésta se distingue de la 
denotación singular de un modo semejante a como se distinguen las 
expresiones denotadoras comunes de los nombres propios: una expre- 
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sión denotadora (nombre) común es soporte de la relación de denota- 
ción múltiple para (o denota a la vez) los objetos a los cuales se aplica. 
A base de la denotación múltiple pueden definirse los otros conceptos 
y relaciones básicos de la semántica, incluyendo un concepto semán- 
tico de verdad. En el capítulo IV se dan las definiciones de varios con- 
ceptos semánticos junto con las Reglas de denotación, esto es, con las 
reglas semánticas que estipulan las propiedades de la denotación múl- 
tiple. 

En el capítulo V se dan diversas definiciones posibles de *verdad” 
y se demuestra su adecuación (esencialmente en el sentido de Tarski). 
También se exponen los importantes usos del concepto semántico de 
verdad en relación con la coherencia y la decidibilidad. Se da una 
demostración de la coherencia relativa del metalenguaje semántico ba- 
sado en la denotación múltiple, en el supuesto de que los axiomas 
sintácticos junto con los del lenguaje objeto sean coherentes. Por últi- 
mo, llevamos a cabo un breve examen de las antinomias semánticas 
y de cómo y por qué el metalenguaje semántico estudiado no puede 
contener su propio concepto de verdad de un modo coherente. 

Con frecuencia las formulaciones de la semántica basada en la de- 
notación son tales que no proporcionan directamente una definición 
de verdad para sistemas lingúísticos de tan gran alcance como los ba- 
sados en la teoría de tipos simplificada o en la teoría zermeliana de 
conjuntos. A partir de la denotación múltiple puede darse una semán- 
tica para estos lenguajes de gran alcance de modo enteramente análogo 
que para los sistemas más sencillos; el capítulo VI se consagra a mos- 
trar esto detalladamente; se hace también un examen preliminar no 
formalizado de estos importantes lenguajes para quienes no estén fa- 
miliarizados con ellos. 


En el capítulo VIT se consideran tres tipos distintos de metalengua- 
jes semánticos: uno basado en una relación de satisfacción muy simple, 
otro en una forma simple de la denotación singular o designación y un 
tercero basado en la determinación. La designación y la determinación 
son elementos primitivos particularmente apropiados para la semántica 
de lenguajes objeto basados en la teoría de tipos. 

Los diversos metalenguajes semánticos de los capítulos 1V-VI1 si- 
guen de cerca otros metalenguajes estudiados por Tarski y Carnap. 

Todos los metalenguajes semánticos que se habrán estudiado hasta 
este momento, incluyendo los desarrollados en los capítulos IV-VII, 
tienen la característica común de contener una traducción in toto del 
lenguaje objeto al cual se aplican, y por ello pueden llamarse con razón 
metalenguajes traducentes. En el capítulo VII1 esbozaremos la estruc- 
tura de un metalenguaje semántico intraducente, en el sentido de que 
no contiene una traducción estricta del lenguaje objeto. La semántica 
intraducente supone un apartamiento radical en alos aspectos de 
la semántica de los capítulos anteriores, y creemos que posee conside- 
rable interés filosófico. En una formulación de tal semántica, el ele- 
mento semántico primitivo es una relación de comprensión, según la 
cual se dice que una constante predicativa comprende otra: por ejemplo, 
en un sistema formal apropiado puede decirse que “animal” comprende 
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“hombre”, o “amante de la paz”, o “cuáquero”; la comprensión relaciona 
unas constantes predicativas con otras, mientras que la denotación múl- 
tiple y las otras relaciones semánticas antes mencionadas relacionan 
constantes predicado con objetos no lingiiísticos. Tomando la com- 
prensión como única relación semántica primitiva puede construirse una 
especie de álgebra booleana ampliada cuyos elementos fundamentales 
son constantes predicativas; el concepto semántico de verdad puede de- 
finirse fácilmente dentro de esta teoría. Se dan varias formulaciones 
distintas de la semántica intraducente, que conducen a una demostra- 
ción de que ésta constituye una semántica mínima en el sentido apro- 
pia do. 

En el capítulo IX se demuestran varios teoremas de la semántica 
intraducente. Se hace ver que, bajo ciertas hipótesis, todas las propo- 
siciones del lenguaje objeto apropiado que son teoremas son también 
verdaderas. Este es uno de los teoremas de la semántica más fecundos 
y conduce a la demostración de la coherencia del lenguaje objeto. 
Dentro de la semántica intraducente pueden demostrarse, bajo hipó- 
tesis adecuadas, todos los teoremas importantes que son demostrables 
en la semántica traducente ordinaria. Se da también una demostración 
de la coherencia de los axiomas de la semántica intraducente (con re- 
lación a la coherencia de los axiomes de la sintaxis subyacente a ella). 

La formulación de los metalenguajes semánticos considerados se 
simplifica algo si los lenguajes objeto a los cuales se aplican no con- 
tienen como elementos primitivos constantes individuales (nombres 
propios) ni constantes funcionales (funtores). En el capítulo X se consi- 
deran las ligeras complicaciones que produce la introducción de constan- 
tes individuales o funcionales primitivas, primero en la semántica ba- 
sada en la denotación múltiple y luego en la basada en la comprensión. 
Se muestra también que cabe formular un metalenguaje semántico in- 
traducente de tal forma que contenga de un modo coherente su propio 
concepto semántico de verdad. 


Una de las ventajas de los diversos metalenguajes semánticos formu- 
lados (traducentes e intraducentes) es que dan lugar, con sólo cambios 
secundarios, a teorías semánticas en las cuales las expresiones del len- 
guaje objeto pueden considerarse como inscripciones o signos sucesos, 
en vez de como formas o signos figuras; hasta la fecha, la semántica 
se había basado exclusivamente en signos figuras. Se formula en el 
capítulo X] una teoría inscriptiva, tomando como primitiva una rela- 
ción de denotación múltiple: esta semántica es, por tanto, del tipo 
traducente. 

En el capítulo XII se simplifica la semántica inscriptiva tomando 
como único elemento semántico primitivo una relación de comprensión, 
por lo cual esta teoría es intraducente. Creemos que una semántica 
intraducente basada en inscripciones da una solución al problema de 
lograr una teoría nominalista de la verdad, en el sentido muy estricto 
de Goodman y Quine. El capítulo X1IT se dedica a algunas observacio- 
nes filosóficas generales acerca de los diversos metalenguajes semánticos 
formulados: se aducen varias razones de la preferencia por los lenguajes 
de primer orden, ya sea como lenguajes objeto o como metalenguajes; 
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también se enumeran con cierto detalle las razones del interés de la 
semántica intraducente. El criterio filosófico general referente a los len- 
guajes que surge de estas consideraciones es llamado constructivismo de 
primer orden; según este criterio, los lenguajes de primer orden que 
tienen campos de objetos numerables como valores para las variables 
ofrecen especial interés filosófico. 

En resumen, este libro contiene: (1) una exposición bastante com- 
pleta de algunas teorías semánticas estrechamente relacionadas con las 
que estudiaron por primera vez Tarski y Carnap (capítulos IV-VIT y 
algunas partes del X; los capítulos 11 y 111 son preliminares); (2) la 
formulación de una teoría semántica mínima de tipo intraducente, que 
supone una divergencia radical en algunos aspectos de las teorías se- 
mánticas desarrolladas hasta la fecha (y de las comprendidas en (1)), 
sobre las cuales tiene algunas importantes ventajas (capítulos VITI-IX 
y algunas partes del X); (3) la formulación de dos tipos de teorías se- 
mánticas, una traducente y otra intraducente, en las cuales se toman 
inscripciones o signos sucesos como valores para las variables represen- 
tativas de expresiones (capítulos XI-XII), y (4) una argumentación 
acerca de la importancia—para el análisis filosófico y la metodología 
de la ciencia—de los sistemas lingitísticos formalizados de primer orden 
numerables (capítulo XIII). Se desarrolla una filosofía del lenguaje 
numerabilista a la par que las diversas formulaciones de la semántica. 


CAPÍTULO 11 


Lenguajes de primer orden 


Debe considerarse que las variables de todo lenguaje de prímer or- 
den, del tipo que va a ser tratado en este libro, abarcan un campo de 
individuos bien determinado y no vacío. El significado de “individuo” 
se dejará por el momento sin especificar, para poder darle diferentes 
sentidos en las distintas interpretaciones del lenguaje. No se admitirán 
otros tipos de variables a fin de que los lenguajes de primer orden ten- 
gan una estructura muy sencilla y elemental: en especial, no admitire- 
mos variables de propiedad o clase ni de relación o funcionales, ni tam- 
poco variables proposicionales, ya que estos tipos de variables no van 
a ser necesarios. Las constantes primitivas son de dos tipos diferentes, 
lógicas y no lógicas. Las no lógicas comprenden las constantes indivi- 
duales, las constantes predicativas y las constantes funcionales (funtores). 
Puede considerarse que las constantes individuales representan única- 
mente individuos concretos; se admite generalmente que las constantes 
del segundo tipo representan propiedades de los individuos o relaciones 
entre éstos: una constante predicativa con un lugar vacío (monádica), 
una propiedad; una con dos lugares vacíos (diádica), una relación 
diádica, etc. (se dice que una constante predicativa monádica es de 
grado uno, una diádica de grado dos, etc.); y, finalmente, el funtor re- 
presenta funciones u operaciones que se aplican a los individuos como 
argumentos y que sólo tienen individuos como valores funcionales: po- 
demos también hablar aquí de funtor monádico, funtor diádico, etcé- 
tera (un funtor monádico “f” remplaza a una función f que, aplicada 
a un argumento x, toma el valor funcional fx). Las constantes lógicas 
admitidas deben ser tales que comprendan los signos conectivos *y”, “o”, 
“no”, etc., así como los cuantificadores de variables individuales (expre- 
siones tales como “para todo x” y “hay al menos un x tal que”). 


Haremos a continuación una caracterización más precisa de los len- 
guajes de primer orden. La estructura primitiva de dichos lenguajes se 
bosquejará en el $ A. Algunos de los teoremas fundamentales de la 
teoría elemental de funciones veritativas se darán en el $ B, y los corres- 
pondientes a la teoría de la cuantificación, en el $ C. El $ D tratará de la 
introducción de una notación conveniente para una operación de abs- 
tracción. Se darán en el $ E los axiomas para la teoría de la identidad. 
En el $ F se desarrollarán teorías de las descripciones singulares y 
selectivas. Se establecerán en el $ G dos o tres teoremas referentes a 
algunas útiles formas normales. El concepto de campo de individuos, 
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fundamental de un lenguaje de primer orden, será tratado en el $ H 
con más detalle que anteriormente. Se precisará la distinción entre 
lenguaje objeto y metalenguaje en el $ I, entre sintaxis y semántica en 
el 8 J, y entre signos sucesos y signos figuras en el $ K. Se darán en 
el 8 L varios ejemplos de lenguajes objeto de primer orden. 


A. SISTEMAS LÓGICOS DE PRIMER ORDEN ?! 


Especifiquemos primero ¿n toto el vocabulario primitivo. Este com- 
prenderá las constantes lógicas (1) 
y, E”, ( y y”, 
(2) la lista infinita de variables 
a, a”. a”, Lo. 
y (3) una lista finita de constantes predicado 
“Pp”, p”, pr”, c.., Pr...” 

La constante lógica *v” (“o”) se considerará como representativa de 
la conexión (función veritativa) constituida por la disyunción inclusiva 
lógica, como es costumbre; la constante *-—” (íno”) representará la ne- 
gación en el sentido habitual de la lógica clásica bivalente; y las cons- 
tantes lógicas *(” y “)” no han de tomarse como símbolos de ningún 
tipo determinado de entidad, sino que su papel es más bien el de ex- 
presiones sincategoremáticas (o sea, contextuales) que facilitan el agru- 
pamiento o la puntuación. Las variables son todas de un mismo tipo, 
y abarcan cualquier campo de individuos claramente determinado y no 
vacío (véase más adelante el $ H); su número será infinito, de suerte 
que siempre podamos encontrar una nueva en caso de necesitarla. Las 
constantes predicado “P”, etc., pueden ser de cualquier grado finito; 
para mayor claridad, supongamos de momento que los lenguajes que 
van a estudiarse contienen sólo cinco constantes predicado primitivas, 
y que *P” es de primer grado, “P”” de segundo, etc.; esta suposición no 
es en absoluto esencial, pero facilitará algunas definiciones posteriores. 

Podría asimismo considerarse conveniente admitir algún otro tipo 
de expresiones primitivas; en particular, puede quererse disponer, como 
tales expresiones, de constantes individuales o de funtores. Sean 
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a, a, a, ..., 
1 La formulación aquí dada es, en lo esencial, la de los Principia Mathematica 
en la forma debida a CHurcH. Véase A. CHURCH, Introduction to Mathematical Logic, 
Part 1 (Princeton University Press, Princeton, 1944), pp. 33-98. Cf. también D. HILBERT 
y W. ACKERMANN, Grundziige der theoretischen Logik, (Springer, Berlín, 1938), (segunda 
edición)*; D. HiLBERT y P. BERNAYS, Grundlagen der Mathematik, vol. 1 (Springer, 
Berlín, 1934) pp. 87-209; S. C. KLEENE, Introduction to Metamathematics (Van Nos- 
trand, New York, 1952); J. B. Rosser, Logic for Mathematicians (McGraw-Hill, 
New York, 1953) y W. V. Quine, Mathematical Logic (1.* edición, Norton, New York, 
1940; ed. revisada, Harvard University Press, Cambridge, 1951). Véanse también 1. 
CorI, Symbolic Logic (Macmillan, New York, 1954) y H. LeEBLANC, Án Introduction 
to Deductive Logic (Wiley, New York, 1955). 

Nota añadida en la corrección de pruebas.—Ha aparecido recientemente (Princeton 
University Press, Princeton, 1956) una edición revisada y aumentada de la obra de 
CHURCH, con el mismo título. 

* Versión castellana de la 4.2 edición alemana: Elementos de lógica teórica (Tecnos, 


Madrid, 1962) (N. de los T.). 
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constantes individuales y sean 

ef” ep po” 2 

2 > > > 

funtores, cada uno del grado correspondiente. Se considerará que una 
constante individual nombra o designa uno solo de los individuos del 
campo fundamental. Los funtores designarán ciertas funciones u ope- 
raciones que toman exclusivamente a los individuos como argumentos 
y tienen exclusivamente individuos como valores funcionales. La presen- 
cia de constantes individuales o funcionales no es esencial, y en caso 
de desearlo pueden ser introducidas por medio de definiciones a partir 
de constantes predicativas adecuadas (véase más abajo, $ F); sin embar- 
go, muchos de los lenguajes de que trataremos las contendrán y por 
este motivo las incluimos aquí. 

Dentro de los diferentes lenguajes, las mismas constantes primiti- 
vas (no lógicas), ya sean predicativas, funcionales o individuales, pueden 
representar diferentes propiedades o relaciones, funciones o individuos 
respectivamente. Sin embargo, las constantes lógicas no representan 
exactamente objetos, y, por tanto, se comportan de un modo esencial- 
mente idéntico en todos los lenguajes que estudiamos (véase más ade- 
lante VI, PF). 

El concepto de término puede ser definido por recurrencia, para los 
sistemas lingiiísticos de que tratamos, del modo siguiente: 

1. Toda variable o constante individual es un término. 

2. Todo resultado de escribir un funtor n-ádico seguido de n tér- 
minos es un término. 


El concepto de fórmula puede definirse de un modo análogo, pre- 
suponiendo el de término. 

1. Todo resultado de escribir una constante predicado n-ádica se- 
guida de n términos es una fórmula. 

2. Si A es una fórmula, *-— A” lo es también. 

3. Si A y B son fórmulas, entonces (A v B) lo es también. 

4. Si A es una fórmula y x es una variable, entonces “(x) A” es 
una fórmula. 

(De aquí en adelante, sólo se entenderán por fórmulas y términos 


aquellas series de símbolos que explícitamente se convengan como ade- 
cuados a estas definiciones.) 


Según la definición, por ejemplo, 
(Pax! v =P"'"xx'x' Ss 
es una fórmula. Pero 
“(Q)ix"Pvv==—” 


no es una fórmula en absoluto, a pesar de ser una serie de expresiones 
primitivas del lenguaje. Del mismo modo, “fxa” es un término si “f” es 
un funtor diádico, etc. 

Obsérvese que estas definiciones no formales son recurrentes en el 
sentido someramente descrito en (I, A): en la definición de “fórmula”, 
por ejemplo, la cláusula (1) define este término como aplicado a las 
fórmulas más simples, o sea a las atómicas; las cláusulas (2), (3) y (4) 
nos dicen luego que, dadas ciertas fórmulas, otras determinadas expre- 
siones construidas a partir de ellas son también fórmulas; y de este 
modo se definen fórmulas de todas las longitudes finitas posibles. Ha- 
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blando intuitivamente, una fórmula puede ser descrita como toda ex- 
presión construida por medio de un número finito de aplicaciones de la 
negación, la disyunción o la cuantificación universal a partir de fórmu- 
las atómicas. Pero no podemos definir el concepto sin haber previamen- 
te definido la noción incluida en la frase “número finito de aplicacio- 
nes”: ahora bien, al emplear definiciones recurrentes vemos que com- 
prenden todas las fórmulas posibles, y que una definición de este tipo 
proporciona una especie de análisis implícito de aquella frase. (Cf. más 
adelante (II, D).) 

n lo sucesivo se emplearán “A”, “*B” y *€”, posiblemente con primas 
o subíndices numéricos, para representar cualquier fórmula, y *x”, *y' 
y “z', con o sin primas o subíndices numéricos, para representar cual- 
quier término. Estas letras en negrilla son variables (sintácticas) em- 
pleadas sin rigor formal para abarcar tipos determinados de expresio- 
nes del lenguaje o lenguajes que se estudian: en todo el libro las letras 
en negrilla se emplearán de este modo. 

Cuando una letra en negrilla se encuentra en un contexto que con- 
tiene uno o varios de los símbolos primitivos del lenguaje (como en (2), 
(3) y (4) de la definición de “fórmula” que acabamos de dar), las comi- 
llas se emplean en un sentido especial. Por ejemplo: no debe entender- 
se literalmente que (2) signifique que el resultado de escribir *-* segui- 
da de “A” sea una fórmula, sino más bien que el resultado de escribir *—” 
seguida de A (o sea, de una expresión cualquiera que “A” abarque) 
es una fórmula. De un modo semejante, lo que (3) establece es que el 
resultado de escribir *(? seguido de A seguido de *v” seguida de B se- 
guida de “) es una fórmula. Cuando las semicomillas encierran una 
expresión que contiene al menos una variable en negrilla y al menos 
una de las constantes o variables primitivas del lenguaje, tienen el 
efecto de lo que a veces se llama casi-comillas (quast-quotes) +. Una 
expresión “(A v B)” representa, pues, la expresión que se forma lle- 
nando los huecos respectivos de 

6 v ? 
con las expresiones A y B. Asimismo, “(x)A” representa la expresión 
formada a partir de 
“( ) 9 


llenando el primer hueco con la variable x y el segundo con la fórmu- 
la A. Si una expresión no contiene letras en negrilla y está compren- 
dida entre semicomillas, éstas están empleadas en su sentido usual ?, 
Aunque en lo sucesivo emplearemos las semicomillas en ambos senti- 
dos, no hay posible confusión. Si el contexto simbólico comprendido 
entre comillas contiene al menos un símbolo primitivo del lenguaje y 
al menos una letra en negrilla, las comillas están siendo usadas en el 
sentido del casi-entrecomillado (quast-quotation); pero si no contiene 
ninguna letra en negrilla, entonces las comillas tienen su sentido nor- 
mal 3, (Obsérvese que si una letra en negrilla se encuentra aislada en 


1 También llamadas con frecuencia comillas semánticas. (N. de los T.). 

2 Es decir, el de mencionar lo entrecomillado sin usar su valor de signo. (N. delos T.) 

3 Elempleo de las letras en negrilla como variables sintácticas, como se hace aquí y 
en todo el libro, se debe a CHurcH. Véase, p. ej., su The Calculi of Lambda- Conversion 
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un contexto verbal y no está entre comillas, el contexto está dentro 
de un metalenguaje; si está entre comillas, el contexto está dentro de 
un meta-metalenguaje. Véase más adelante el 8 1.) 


Antes de dar los axiomas y reglas de un lenguaje, es conveniente 
introducir algunas abreviaturas y definiciones. Sean, por tanto, 


D1. “(A > B)' abreviatura de ((- A yv B), 

D2. “(A . BJ abreviatura de “(A v —B), 

D3. “(A = B) abreviatura de ((A > B) . (B > A)), 
y 


D4. “(Ex)” abreviatura de *-(x)-”, en donde x es una variable. 
Es fácil mostrar que los símbolos así introducidos guardan sus signifi- 
cados habituales. El *>” representa la conexión (función veritativa) del 
condicional material, el *.” la conyunción lógica, y *=” la equivalencia 
material, todos estos conceptos entendidos en el sentido habitual de la 
lógica bivalente de funciones veritativas. 


Como es evidente a partir de la definición de “fórmula” que dimos 
anteriormente, la cuantificación universal se expresa mediante “(x) 
—en que x es una variable—debidamente prefijado a una fórmula. La 
fórmula “(x)(Px v —Px”), por ejemplo, puede leerse “Para todos los 
individuos x, x tiene la propiedad P o no es el caso que x tenga P”. 
Observamos luego que D4 introduce una notación para la cuantifica- 
ción existencial. (Ex) .....?” puede leerse “Existe al menos un x tal 
QUe. ”. Esto es una lectura abreviada de “No es el caso que para 
todo x, no sea el caso que .....”. (En lugar de *.....” podemos poner 
aquí cualquier fórmula del lenguaje.) 


Usaremos el signo compuesto de Frege *-” (de aserción veritativa), 
al hablar sobre el lenguaje, para representar “es un teorema? 1, “ A” 
debe leerse “la fórmula A es un teorema”. *F” absorberá las semicomillas 
que encierren cualquier contexto simbólico al que preceda este signo, 
contenga o no letras en negrilla. Así, “+ (A v B)” debe leerse * “(A v B)' 
es un teorema”, y * Pa”, *“Px” es un teorema”. 


Más que citar axiomas o postulados directamente, lo que hacemos 
ahora es presentar enunciados generales sobre el lenguaje que estable- 
cen que toda fórmula (del lenguaje) de tal y cual forma es un axioma. 
Todos los enunciados generales de este tipo son metaaxiomas. Un 
axioma es, pues, toda fórmula del lenguaje estipulada por uno de los 
metaaxiomas. Y éstos son un tipo especial de reglas. (Véase, más ade- 


lante, el $ B.) 


Los cuatro primeros metaaxiomas especifican los Axiomas de las 
funciones veritativas. 


(Princeton University Press, Princeton, 1941). La idea del casi-entrecomillado proviene 
de Quine. Véanse, p. ej., su «Logic Based on Inclusion and Abstraction», The Journal 
of Symbolic Logic, 2 (1937), pp. 145-52, y Mathematical Logic, pp. 33-7. 


1 Véase G. FREGE, Grundgesetze der Arithmetik, begriffsschriftlich abgeleitet 
(vol. 1, Jena, 1893). 
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Ri. F(AVA)>A. 

R2. FA>(AvB). 

R3. H(AvB) > (BvA). 

R4. F(ADB)>((CvA) > CvB)) 1 


(Obsérvese que hemos omitido algunos paréntesis exteriores innecesa- 
rios. Haremos omisiones semejantes donde no pueda haber ambigiie- 
dad, y también con frecuencia remplazaremos los paréntesis por pun- 
tos, comas, tres puntos, etc., de modo más o menos obvio.) 

Cada una de estas reglas es un enunciado sobre el lenguaje de que 
se trata, no un enunciado del lenguaje. Cada regla o metaaxioma así 
dado estipula una infinidad de fórmulas del lenguaje, especificando que 
se trata de axiomas. Así, R1 estipula que 

(Px v Px) D Px' 
es un axioma, y también que 
“(((Px v Px) D Px) v ((Px v Px) D Px)) > ((Px v Px) D Pax) 
es un axioma. Como ya hemos observado, una regla es un enunciado de 
carácter general sobre el lenguaje que se estudia, mientras que un 
axioma es siempre una fórmula concreta dentro del lenguaje. 

Antes de establecer los restantes axiomas es necesario definir el 
concepto de variable libre. Se dice que la aparición de una variable x 
en una fórmula A es una aparición ligada de x en A si y sólo si se halla 
en una parte de A de la forma “(x)B”; de otro modo esta aparición es 
una aparición libre. Asimismo, toda aparición de una constante indivi- 
dual en A es libre en A; y una aparición de un término será, en general, 
libre en A siempre que cada aparición de una variable en dicho térmi- 
no sea una aparición libre de esta variable en A. Así, la aparición del 
término “fáx” (en donde “*f” es un funtor diádico) en *P'xfax” es libre, 
pero su aparición en “(x)P'xáfx” no lo es. 

Las reglas que estipulan los Axiomas de cuantificación pueden darse 
ahora del modo siguiente: 

R5. F(XA DB, en donde B difiere de A sólo por contener apa- 
riciones libres de alguna variable o término y en donde se hallan apa- 
riciones libres de la variable x en A. 

R6. F(A(A vB) > (A v (x)B), si no hay apariciones libres de la 
variable x en A. 

(Obsérvese que cada uno de los metaaxiomas R5 y R6, como R1-R4, 
estipula una infinidad de axiomas.) 


Las dos reglas de deducción que se requieren son la Regla del Mo- 
dus Ponens (MP) y la Regla de Generalización (Gen). 

MP. SiFAyrFA DB, entonces F B. 

Gen. SiFA, entonces F (x)A, siendo x una variable. 

MP establece que si Á es un teorema y si “A > B” es un teorema, 


entonces B debe ser también un teorema. Gen establece que si A es un 

1 Estas reglas se deben esencialmente a BERNAYS. Véase P. BERNAYS, «Axioma- 
tische Untersuchung der Aussagen-Kalkiills der Principia Mathematica», Mathe- 
matische Zeitschrift, 25 (1926), pp. 305-20. R3 puede dejarse a un lado si se altera lige- 
ramente R4, intercambiando los lugares que *C* y *B” ocupan en el extremo de la 
derecha. Véanse los trabajos de E. GÓrLIND y HELENA RaAsiowA, Norsk Matematisk 
Tidsskrift, 1947, pp. 1-4 y 1949, pp. 1-3. 
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teorema, entonces todo resultado de prefijar un cuantificador universal 
a A es también un teorema. 

(Es evidente que no necesitaremos una regla de substitución para 
variables individuales. Mejor que llevando a cabo semejantes substitu- 
ciones, podemos lograr el mismo efecto de un modo distinto: por ejem- 
plo, en vez de hacer una substitución en un lugar determinado de una 
demostración, podemos retroceder a los axiomas o teoremas prece- 
dentes que contengan la variable deseada en la posición requerida; 
luego simplemente volvemos sobre nuestros pasos con dicha variable 
ya en su lugar, volviendo a escribir, en caso necesario, las variables 
ligadas que aparezcan.) 


No es difícil poner de manifiesto que RI-R6 junto con MP y Gen 
(empleando las definiciones D1-D4 en la forma dada) proporcionan 
los teoremas básicos de la teoría clásica bivalente de funciones verita- 
tivas y cuantificadores. Esto se hará en los 88 B y C. 


Muchas de las explicaciones anteriores son vagas y necesitan una 
formulación más precisa. En el capítulo siguiente daremos un análisis 
exacto de la estructura sintáctica de los sistemas lógicos de primer 
orden del tipo estudiado. 


B. ALGUNOS TEOREMAS DE LAS FUNCIONES VERITATIVAS 


El concepto de demostración puede definirse por recurrencia—como 
ya se ha sugerido—como una serie finita de fórmulas, cada una de las 
cuales es un axioma o puede ser obtenida a partir de fórmulas anterio- 
res de la serie por medio de MP o Gen. Una serie finita de fórmulas, 

Aj Az...) As, 
constituye, pues, una demostración siempre que A, (para 1<1< nm) 
sea por sí misma un axioma, o que A, pueda obtenerse a partir de 
A, y Ar (¡<t, k<1t, j + k) por MP, o que A; pueda obtenerse a 
partir de A, (¡ < 2) por Gen. Un teorema puede considerarse, por tanto, 
como el último miembro de una demostración. En la práctica suele 
ser conveniente considerar también como demostración toda serie de 
fórmulas, cada una de las cuales sea, o un axioma, o un teorema de- 
mostrado anteriormente, o bien pueda ser obtenida a partir de éstos 


por MP o Gen. En este sentido, algo ampliado, daremos ahora las de- 
mostraciones. 


En rigor, no demostraremos aquí teoremas individuales, sino más 
bien meta-teoremas, enunciados generales sobre el lenguaje que esta- 
blecen que toda fórmula de tal y cual forma es un teorema. Los meta- 
teoremas son también un tipo de regla, junto con los meta-axiomas 
y las reglas de deducción. A veces los meta-teoremas o teoremas serán 
llamados leyes o principios. 


Precisaremos en el capítulo siguiente estas groseras definiciones de 
“demostración” y “teorema”. Como consecuencia de las definiciones que 
daremos aquí, las reglas MP y Gen aparecerán también como teore- 


mas de sintaxis. (Cf. TG7a y TG7b del capítulo 1II.) 
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Los teoremas y meta-teoremas se numerarán de modo que indi- 
quen la sección en que aparecen: por ejemplo, T.B1 es el primer meta- 
teorema del $ B. Como esta afirmación que acabamos de hacer se en- 
cuentra en el mismo capítulo en que T Bl aparece incluido o demos- 
trado, no es necesario dar también el número del capítulo. Un meta- 
teorema, teorema o regla demostrado o incluido en un capítulo dife- 
rente de aquél en que se menciona, llevará su número seguido del nú- 
mero del capítulo (en el cual se ha demostrado o indicado) entre pa- 
réntesis. Así, TG4(IV) es el cuarto teorema del $ G del capítulo IV. 

Veamos ahora algunas consecuencias de R1-R4 solos, dejando a un 
lado de momento las reglas referentes a la cuantificación ?. 

La primera regla o meta-teorema, que es una ley de transitividad, 
se sigue inmediatamente de R4. 

TBl. F(ADB) O ((C > A) > (CO B)). 

Tomamos en R4 C como *-C* y luego empleamos DI. 

Las tres reglas siguientes establecen teoremas que son leyes de iden- 
tidad y de tercio excluso. 

TB2a. FADA. 

TB2b. F-AvA. 

TB3. FAv-A. 

TB2a se demuestra por R1, R2, TB1 y MP. TB2b es consecuencia 
inmediata de TB2a mediante Dl. TB3 se sigue de TB2b utilizando 
R3 y MP. 

El procedimiento mediante el cual hemos obtenido T'B2a a partir 
de RI y R2 por medio de T Bl es tan corriente que parece útil formu- 
lar una regla especial para justificarlo. Esto es lo que se llama una 
regla derivada. 

RD-TBI. Si-ADB y FBOC, entonces FA > C. 

Esta regla puede ser establecida por TB1. Por hipótesis, 


-PADB, 
y 
(2) LB > C. 
Pero por T Bl, 
(3) F(B> 0 ((A > B) > (A > C)). 


Empleando (2), (3) y MP llegamos a 
F((A D B) > (A > C)). 

Tenemos, pues, como regla, que -+ A >) C si por hipótesis (1) y (2). 

Llamamos a esta regla RD-T Bl, una regla derivada basada en e 
meta-teorema T.BlI. Podemos también obtener reglas derivadas a par- 
tir de R1-R4, de un modo análogo. 

RD-Rl. SiFAvA entonces E A. 

RD-R2. SibA entonces FA vB. 

RD-R3. SiFAvB entonces FB v A. 

RD-R4. SiFADByrFCvA entonces + Cl y B. 

(Las demostraciones son semejantes a la de RD-T Bl a partir de 
TB1, y en ellas se requieren sólo MP y R1-R4.) El empleo de estas 


1 Entiéndase que, aquí y en el resto del libro, las demostraciones consistirán, 
no en mostrar las series de fórmulas que las constituyen, sino en indicar instrucciones 
explícitas para construir dichas series. 
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reglas nos ahorrará muchos pasos en el mecanismo de las demostra- 
ciones. 
Las dos leyes siguientes son formas de principios de doble negación. 
TB4. FAD--A. 
TB5. F--ADA. 
T B4 es inmediato a partir de TB3, poniendo *-A” en lugar de A: 
al hacer esto tenemos 
EA vo <A, 
lo cual, por D1, nos da TB4. Para mostrar cómo se llega a TB5 ob- 
servamos primero que por T B4 
EA — A. 
Después, usando RD-R4 y TB3, tenemos que 
PRA vV —o—A, 
A partir de aquí, empleando RD-R3 tenemos que 
EA yA, 
de donde obtenemos TB5 por DI. 
Tenemos también las siguientes reglas derivadas, que corresponden 
a TB4 y TBS5. 
RD-TB4. Sib A entonces + -—A. 
RD-TB5. SiF--A entonces HA. 
La siguiente es una ley de contraposición. 
TB6. F(ADB)>(-B> -A). 
Empleando R4 sabemos que 
F(BO --B) DD ((—A vB) > (“A v --B)). 
A partir de lo cual, teniendo en cuenta TB4 y MP sabemos que 
F(=A vB) D (“A v ——B). 
Pero por R3 
2 F(A vB) O (Bv A). 
Y de aquí, por (1), (2) y RD-TBl obtenemos el teorema buscado 
(empleando también DI). 


Las dos leyes siguientes son leyes de De Morgan. 
TB7. F-A.B)>(-A y =B). 
TB8. F(-Av-=B) > (A. B). 
T'B7 es inmediato a partir de TB5, pues por TB5 
E=zAA y -B) D (A v —B). 
Pero “(A v —B)” es, por D2, sencillamente “(A . B). TB8 se 
demuestra análogamente utilizando T B4. 
Las leyes asociativas para la disyunción son las siguientes: 
TB9. F(Av(BvC0)) > ((A vB) y C). 
TBIO. E((A vB) v €) > (A v (B y C)). 
Para demostrar TB9 procedemos del modo que sigue: primero obte- 
nemos 
FCO (A v O), 
por R2, R3 y RD-TBl1. Mediante este resultado y RD-R4 también 
se tiene 
F (B v C) > (B y (A y 0). 
Análogamente, sabemos que 
F (A v (B v C)) DD (A v (B v(A y C))), 
y, usando R3 y RD-TBl, que 
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(1) FA v (B v 0)) DO ((B v (A y C)) v A). 
Obsérvese que por R2, R3 y RD-TBI, 
F (A v C) D (B v (A v C)). 
Pero por R2, 
FA DO (A v O). 
Utilizando estas fórmulas y RD-T Bl, tenemos que 
PAD (Bv (A v 0). 
Mediante lo cual y RD-R4 sabemos que 
F ((B v (A v C)) vA) > ((B v (A v C)) y (B y (A y C))). 
Pero por RI, 
F ((B v (A y 0) v (B v (A v C))) > (B v (A y C)). 

Empleando estas fórmulas y RD-TB1 llegamos a 

- (B y (A y 0) v A) > (B v (A v C)). 


Combinando esto con la (1) antes hallada sabemos que 


(2) F (A v (B y C)) > (B y (A v C)). 
También se obtiene 
(3) F (A v (B y C)) > (A y (C v B)), 


cuando se utilizan RD-R4 y R3. Por (2), 
F (A v (C v B)) > (C v (A v B)). 
Utilizando ahora esta fórmula, (3) y RD-TBl, tenemos que 
(4) F (A y (B v C)) > (C v (A v B)). 
Pero, usando R3, llegamos además a 
F (Cv (A v B)) > ((A v B) v C). 
De donde obtenemos el meta-teorema TB9 por esta última fórmula, 
(4) y RD-T Bl. 

TB10, que establece teoremas inversos a los establecidos por TB9, 
puede demostrarse a partir de T'B9 empleando varias veces la ley con- 
mutativa R3. Se observa primero que, por TB9, 

F (Cv (Bv A) > ((C y B) v A). 
Después se utilizan R3, RD-R4 y RD-TBl. 
La ley conmutativa para la conyunción es como sigue: 
TB11. F(A.B)>(B. A). 
Por R3 sabemos que 
F(-Byv-=A) D (<A v - B). 
A partir de esta fórmula, usando RD-TB6 y D2, obtenemos el meta- 
teorema. 

Correspondiendo a cada meta-teorema que afirma que ciertas 

fórmulas de forma condicional son teoremas, 


(1) FAB, 
podemos evidentemente afirmar, en vista de MP, una regla derivada 
(2) Si F A, entonces F B. 


Si T Bn afirma (1), entonces la regla correspondiente RD-T Bn afirma (2). 
Si TBn afirma que 


(3) FA D(B>0). 
entonces RD-T Bn puede también ser tomado como afirmación de que 
(4) SiFA y FB, entonces t- € 


La demostración es inmediata a partir de (3), empleando dos veces MP. 
En adelante no será necesario establecer la regla o reglas deriva- 
das correspondientes a un meta-teorema dado, pero podremos utilizar 
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libremente dichas reglas, sean cuales fueren, siempre que sean necesarias. 
Los meta-teoremas correspondientes serán generalmente de las for- 
mas (1) o (3) anteriormente dadas, y las reglas mismas de las formas (2) 
o (4). 

No todas las reglas derivadas necesarias corresponden explícitamente 
a meta-teoremas previamente demostrados: con frecuencia es conve- 
niente y útil admitir también otras formas de regla derivada, entre las 
cuales son especialmente importantes las Reglas de substitución. La 
primera regla de este tipo es la siguiente: 


RD-Subst 1. ¡ F-ADByFBODA entonces FCDDyrDoC, 
donde, (a) € contiene al menos una aparición de A, (b) D difiere sólo 
de € por contener una aparición de B en lugar de una sola aparición 
de A en C, y (c) C es de una de las formas (i) *“A”, (11) (A v A) o (iii) 
“(A” v A)”, en que A no aparece en A”. 

La demostración es la siguiente. Observamos primero que, tomando 
C como (i), (11) o (iii), D toma respectivamente las formas 

“—B”, (B v A” o “(A” v B). 
Pero si por hipótesis, FA > B y FB > A, podemos hacer patente que 
EA DB 
A 
EFZBIO-<A 
en virtud de RD-T'B6; igualmente se tienen 
F (A v A) > (A' v B) 
y 
F (A vB) D (A' vA), 
por RD-R4; y, por fin, 
F(A v A” > (B v A”) 
y 
F(BvA) >(AvA”, 
debido a las fórmulas precedentes, R3 y RD-T Bl. Por tanto, en todos 
estos casos, y bajo las hipótesis admitidas, 
FCDD y DOC. 
Así queda justificada la regla. 

Observamos ahora que no es imprescindible la hipótesis (c) en RD- 
Subst 1, como puede quizá hacerse ver mejor mediante un ejemplo. 
Supongamos que € es de la forma 

“(A v (A, v As)) 
en donde Á no aparece en A, ni en A,. D es, pues, 
“(Bv (Ay v Aj)" 

Aquí C no es de las formas (i), (ii) o (iii), como en la hipótesis (c) 

de RD- Subst 1; y, sin embargo, podemos mostrar que 
FCIDDy-FD>C 
del modo siguiente. Por RD- Subst 1, bajo las hipótesis de que partimos, 


(1) PSA -—B 
y 
(2) RF=B O <A. 


Utilizando de nuevo RD-Subst 1, con las hipótesis (1) y (2), sabemos que 
(3) F(=A v (Ay v As) > (-B v(A; v Az)), 
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> 
(4) F (—B v (A, v As)) D (“A v (4, v Aj)). 
Empleando por tercera vez RD- Subst 1 y tomando ahora (3) y (4) como 
hipótesis, tenemos que 
FCIDDyFDO>C. 

Así pues, podemos abandonar la hipótesis mencionada mediante 
reiteradas aplicaciones de la regla. Es evidente que también puede 
abandonarse la hipótesis (a). 

Sea RD- Subst 2 igual a RD- Subst 1 si se omiten las hipótesis (a) 
y (c). La demostración es simplemente la extensión del argumento an- 
terior al caso general. (Esta extensión de la demostración se efectúa me- 
diante un procedimiento inductivo o recurrente en el metalenguaje: 
véase (III, B).) 

La tercera regla de substitución generaliza la segunda para permi- 
tir a cero o más apariciones de A en (€ ser remplazadas por apariciones 
de B. 

RD- Subst 3. SI-A>ByFBO A,entoncesFCIDyFD o C, en 
donde D difiere de € solamente por contener apariciones de B en lugar 
de algunas o todas las apariciones (si las hay) de A en C. 

La demostración no es difícil, ahora que tenemos RD- Subst 2. 
Supongamos que C contiene solamente n(n => 0) apariciones de A. Sea 
D, diferente de € (si lo es) tan sólo por contener B en lugar de la pri- 
mera aparición por la izquierda de A en € 

FED yFD, > C. 

Sea D, diferente de D, —si lo es— solamente por tener B en vez 

de la primera aparición por la izquierda de A en D.. 


Entonces, con las hipótesis de partida y según RD-Subst 2, tenemos 

también 
FD, DD, y+D,>oD. 
Y así hasta que obtenemos cierto D, igual a D. Utilizando después 
varias veces RD-TB 1 obtenemos finalmente que 
FCDD y FDO>C. 

De aquí la regla. 

Aunque la demostración de RD-Subst 3 pueda parecer laboriosa, 
su empleo facilitará muchas pruebas subsiguientes: todo el trabajo, 

or decirlo así, se ha empleado en la demostración de esta regla, de 

RD-Subst 1 y de RD-Subst 2. Las restantes demostraciones son ahora 
fáciles. 

Empleando la tercera regla de substitución, los teoremas siguientes 
son fácilmente demostrables mediante TB4 y TB5. 

TB12.F(AvB) > (-A. -B). 

TBI3.F(—A.-—B) > (A v B). 
Podemos también demostrar las leyes asociativas para la conyunción. 

TB14.F(A . (B. 0) > ((A . B) . €). 

TBIS5.-((A.B). O) (A. (B. C)). 

Las dos leyes siguientes son leyes de la simplificación para la con- 
yunción. 

TBI6.F(A . B) D/A. 

TB17.F-(A . B) > B. 
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Las demostraciones son muy fáciles. Estas leyes nos permiten, por así 

decirlo, dividir una conyunción en sus componentes. La siguiente ley 

nos permite construir una conyunción a partir de sus componentes. 
TBI8. FA D(B>(A. B)). 

La demostración se basa en TB3 y T'Bl0. 


Una regla derivada correspondiente a TB18 es como sigue: 
RD-TB18. Sit A y FB entonces FA.B. 
Tenemos también el siguiente corolario inmediato de T'Bl18: 
TB19.F(A > B) > ((B > A)J>(A = B)). 
Una regla derivada correspondiente a TB19 enuncia que si 
FRADBytpBOA, 
entonces 
A =B 
De aquí, a partir de TB4 y TB5 (las dos leyes de doble negación) y 
utilizando RD-T'B19, obtenemos inmediatamente que 
TB204. FA = «A. 
De un modo análogo podemos demostrar las siguientes equivalencias. 
TB20b. + (A v B) = (B v A). 
TB20c. + ((A v B) v C) = (A v (B yv C)). 
TB20d. F((A . B) . C) =(A. (B. C)). 
TB20e. FA = (A v A). 
TB20f. FA =(A .A). 


Otra regla de substitución muy útil es la siguiente, que enunciamos 
en términos de equivalencia: 

RD-Subst 4. Si FA = B, entonces + € = D, donde (etc., como en 
RD-Subst 3). 

También es útil a veces la siguiente regla de substitución: 

RD-Subst 5. Si FA = B y FC, entonces HD, si (etc., como en 
RD-Subst 3). 

La siguiente ley 

TB21. F(-—A  B) = (A vB) 
es ahora fácilmente demostrable en virtud de RD-Subst. 4 y TB20a. 

Ahora nos contentamos con indicar varios metateoremas más 
a los que podamos referirnos más tarde. 

TB22.F(A D (B > 0)) = ((A . B) > O). 

TB23.F(A D B) = (A > (A > B)). 


TB24.F(A v(B . C)) = ((A v B) . (A v C)). 
TB25.F(A . (Bv 0) =((A . B) v(A . C)). 
TB26.F((A DB). (AD C)) = (A > (B - C)). 
TB27.-<((A DB). (CO B)) = ((A v C) > B). 
TB28.F((A D B) v(A > 0)) = (A > (B v C)) 
TB29.-(A  (B = €0)) = ((A D B) = (A > (€) 
TBS.-((ADB).(C>D)>((A.COD(B. D)) 
TB31.F-((A DB). (05 D) > ((A v €) > (B y D)). 
TB32.+(A.(A DB) > B. 

TB33.+ (A. <A) > B. 
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C. TEOREMAS DE CUANTIFICACIÓN 


Estudiaremos ahora algunas de las consecuencias de las Reglas 
de cuantificación, de las cuales las más importantes son las siguientes: 
TC1 . FB > (Ex) A, si B difiere de A sólo por contener apariciones 
libres de alguna variable o término allí donde hay apariciones libres 
de la variable x en A. 
La demostración es la siguiente: por R5, 
F(x) -—A DB, 
si (etc.) (obsérvese que si B difiere de A del modo descrito en R5, enton- 
ces ““B” difiere de *—A” del mismo modo); de donde, por RD-TBÓ6, 
E==B DD -= (x)-A, 
si (etc.); y de aquí se obtiene TC1, mediante D4, TB4, y RD-T Bl. 
En lo sucesivo omitiremos con frecuencia en las demostraciones la 
referencia a RI-R4, a MP o a cualquiera de los metateoremas o 
reglas del $ B, pues el modo en que se utilizan dichos metateoremas o 
reglas será suficientemente obvio. Asimismo, mientras no se estipule otra 
cosa, en este apartado se ha de entender que *x”, “y”, y “z” abarcan sólo 
variables en vez de términos. 
Utilizando T'C1 y R5 tenemos que 
TC2. F(x)A > (Ex)A. 
Los teoremas recíprocos de los estipulados por Ró son demostrables 
como sigue: 
TC3. FA v(xB. > . (x) (A v B), si x no aparece libre en A. 
- Es claro que 
FAv(x)B.>.AvB, 
por R5 y RD-R4; de donde, por Gen, 
(1) FO(Av()B.>.AvB). 
Pero, debido a RÓ6, también 
(2) F(Av(GAB..AvB): D:Av(x)B.> . (x) (A v B), 
si x no aparece libre en “A v (x) B”. Pero si x no aparece libre en A, 
entonces tampoco puede aparecer libre en “A v (x) B”; de aquí obtene- 
mos T'C3, utilizando (1), (2) y MP. 
Combinando T'(C3 con RÓ tenemos que 
TC4. + (x) (A vB). = . A v (x) B, si no hay apariciones libres de x en A. 
Podemos formar reglas derivadas de R5, R6, TC1, TC2 o TC3 
exactamente del mismo modo que lo hicimos en el $ B, siendo los teore- 
mas estipulados por dichas reglas de forma condicional. RD-TC2, por 
ejemplo, se lee: 
Si F (x) A, entonces + (Ex) A. 
El uso de estas reglas en los lugares oportunos facilitará algo las des- 
mostraciones subsiguientes. 


El siguiente metateorema se sigue inmediatamente de TC4 en 
virtud de DI. 

TCS. FAF(ADB.=.AD (UB, si x no es libre en A. 

Tenemos dos reglas derivadas que corresponden a T'C5 y estipulan 
equivalencias. La primera establece que si 


F (x) (A > B), 
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(donde x no es libre en A), entonces 
FA DD (x) B, 

dada la misma hipótesis; la otra regla establece la inversa de ésta. 
Podemos referirnos a cualquiera de estas reglas con la sigla RD-TC5. 

La siguiente regla nos permite distribuir un cuantificador en una 
conyunción: 

TC6. F((A.B):=:(A. (x) B. 
Como los teoremas estipulados por esta regla son equivalencias o bicon- 
dicionales, dividimos la demostración en dos partes y demostramos 
primero los condicionales de izquierda a derecha. Por R5, 

F((A.B):>:A.B. 

De donde, empleando TB16 y RD-TBl, 


(1) F(x) (A. B) >A. 
Análogamente, 
(2) F((A.B)>B. 


A partir de (1), (2), Gen y RD-TC5 obtenemos que 
F((A.BO (A, 
y que 
F(x) (A. B) D (x) B. 
Combinando estas fórmulas obtenemos las condicionales de izquierda 
a derecha, es decir que 


(3) FA(A.B::(GA.()B. 

Ahora, para demostrar las inversas, tenemos evidentemente que 
F(A DO A, 

y que 
-(x) B > B. 

De donde, 


F(A.(x)B:>:4.B. 
Debido a Gen y RD-TC5, tenemos que 
(4) FDA.B::(G3(A.B). 
Y combinando (3) y (4) obtenemos TC6. 

Las dos reglas siguientes proporcionan principios referentes a la 
cuantificación vacía: nos dicen que una fórmula que consista en un 
cuantificador *(x)” o (Ex)” prefijado a una fórmula A (que no contenga 
una aparición libre de x), es equivalente a A misma. 

TC7a. F(x) A = A, si x no es libre en A. 

TC7b. F(Ex) A = A, (etc., como en T'C7a). 


La ley siguiente es también una ley distributiva, demostrable por 


TC6 y TC7a. 
TC8. F((A.B):=:A.(x)B, (si no hay apariciones libres de 
x en A). 


Tenemos, asimismo, una ley de distribución del cuantificador uni- 
versal con respecto a *>D”: 
TOO. FA(AIDB.D.(GAD(x)B. 
Es claro que 
F-HD(ADB).(DA:0:(ADB).A. 
De donde 
F((ADB).(3A:O:B. 
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De aquí obtenemos T'C9 por Gen y RD-TC5. (Las fórmulas inversas 
no son válidas). 

También tenemos la correspondiente ley distributiva referente a la 
equivalencia material: 

TC10. -+-((A=B).D.(x3A = po 
Su demostración se basa en TC9 y TC6 

Las leyes siguientes se refieren a la relación mutua entre la cuantifica- 
ción universal y la existencial. 

TClla. F(Ex) A = - (x) <A. 

TCI1b. F (Ex) A = (x)-A. 

TCllc. F(Ex)-A =- (x)A. 

TClld. + —(Ex)-—A = (x)A. 
Las demostraciones correspondientes no son difíciles. 

Los siguientes metateoremas, referentes a la cuantificación existen- 
cial, están relacionados con T'C9 y T'C10. 

TC12. FA(ADB). D.(Ex)A > (Ex) B. 

TC13. F(x) (A =B). > . (Ex) A = (Ex) B. 

Las siguientes reglas serán indicadas sin demostración. 

TC14. F((A DB). = (Ex) AD B, sino hay apariciones libres 
de x en B. 

TC15. F(Ex(ADB).=.(x)A DB, si (etc. como en TCI4). 

TC16. FAF(ADB).((BoOC0:>:()(4 > O). 

TC17. F(x)(A =B). A (A. C) =(B . 6). 

TCI8. F(Ex)(A.B):=:A. (Ex) B, si no hay apariciones libres 
de x en A. 


TC19, F(Ex) (AvB): =:Av(Ex) B, si (etc., como en TCI18). 
TC20. F(Ex) (AB). =.A OD (Ex) B, si (etc., como en TC18). 
TC21. H(xAv(xB.>.(x) (A vB). 

Es evidente que las fórmulas inversas de los teoremas estipulados por 
T'C21 no son válidas. 

TC22. F(Ex)(AvB). = . (Ex) A v (Ex) B. 

TC23. F(Ex) (A .B):>:(Ex)A. (Ex) B. 

Las inversas de los teoremas estipulados por T(C23 tampoco son 
válidas. 

TC24. + (Ex) (A . B) = (x) (A > -B). 

TC25. F(EXA.>.(3(ADB)=B, si no hay apariciones li- 
bres de x en B. 

TC26. + (Ex) A > (x) (A > B). 

TC27. F(Ex (AD B). = . (x)A > (Ex) B. 

TC28. +F(x)(AvB). > .(Ex)A v(Ex) B. 

TC29. F(x)(AvB). O .(x) A v (Ex) B. 

TC30. H(xAv(Ex)B. >. (Ex) (A v B). 

TC31.EOD(NA.=.N(6A. 

TC32. + (Ex) (Ey A. =. (Ey) (Ex) A. 

TC33. | (Ex) (NA. >. (y (Ex) A. 

Con esto se completa nuestro breve examen de los metateoremas 
elementales básicos referentes a los signos conectivos de funciones verita- 
tivas y a los cuantificadores. Estas leyes serán constantemente utilizadas 
en lo sucesivo, generalmente sin mencionarlas de una manera explícita. 


le 


Lenguajes de primer orden 61 


Para teoremas de tipo más avanzado sobre funciones veritativas y 
cuantificadores, remitimos al lector a los tratados ya mencionados 
de Church, Hilbert-Bernays, Hilbert-Ackermann y otros autores. 


D. ABSTRACCIÓN 


Introducimos ahora una notación para una operación de abstracción ?. 

Podríamos introducir la siguiente definición: 

(Def) “x e y 3 B” es una posible notación para A (en donde x es un 
término, y una variable que no aparece libre en A, y B sólo difiere de A 
por contener apariciones libres de y en 0 o más lugares en que haya 
apariciones libres de x en A). 

Aunque esta definición no sería una abreviación sensu stricto, in- 
troduce una posible notación que es conveniente y útil. Por ejemplo, 
nos permitirá escribir. 

wex 3Px”"o'xex 3 P xx” 
como otras formas (respectivamente) de 
“Pr? O P xx!” 


y también 


(1) xexa(Pa' .v. —(Ex””) P'x"x'y 
como otra forma de 
(2) (Px .v. —(Ex”) P'x"x). 


En (1), por ejemplo, la expresión 
taa (Pa' .v. —(Ex””) P'x"x') 
se muestra explícitamente como un predicado, siendo en efecto expresión 
de una propiedad adscrita a x en (2). Un modo quizá mejor de escribir (1), 
más de acuerdo con la convención de escribir “P x” en lugar de “x e P”, 
sería 
ta 3 (Px" .v. —(Ex”) P'xx”) (a). 
y, puesto que no puede originar ninguna ambigiiedad, podemos abando- 
nar el paréntesis que encuadra la última aparición (a la derecha) de 
“x”. O bien, de un modo más general, otra posible manera de escribir 
el definiendum de la (Def) anterior será: 
y3BX 

El %” es el símbolo de Peano para la abstracción de clase ?. Su 
empleo aquí es lo bastante parecido al de Peano para justificar la notación. 
Llamemos abstracto monádico a toda expresión de la forma “y 3 B”; 
el empleo de abstractos será especialmente útil y conveniente al tratar 
con rigor, más tarde, algunas de las propiedades semánticas de los len- 
guajes de primer orden (capítulo 1V y siguientes). 

Obsérvese que, en virtud de (Def), no es en absoluto necesario 
tomar como parte de la notación primitiva una notación para los 
abstractos, pues estas expresiones pueden siempre ser eliminadas. 


Aunque teóricamente podemos perfectamente prescindir de ellas, 
1 La palabra abstracción está empleada aquí en un sentido técnico preciso, que, 
naturalmente, no debe confundirse con el del $ F del capítulo 1. 
2 Cf. G. PeEano, Formulaire de Mathématiques (Gauthier-Villars, Paris, 1901), p. 1. 
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en la práctica se gana mucho mediante su utilización repetida; de 
hecho, en el desarrollo que sigue, el uso que se hará de ellas será fun- 
damental. Los abstractos que no contengan variables libres (junto con 
constantes predicativas primitivas monádicas) se considerarán los tipos 
fundamentales de expresiones denotadoras. Por tanto, en lugar de introdu- 
cir la definición (Def) anterior, preferimos incluir una notación para la 
abstracción entre los elementos primitivos del sistema lingúístico. 

Añadamos, pues, “3” a los símbolos primitivos lógicos, e incor- 
poremos a la definición de “fórmula” la cláusula siguiente. 

5. SiA es una fórmula, x es un término e y es una variable, enton- 
ces “y 3 A x' es una fórmula. 

Y a las reglas R1-R6 añadamos la siguiente regla que estipula los 
Axiomas de abstracción. 

Abst. FyaBx.=. A, si (etc., como en la definición (Def anterior). 

En lo sucesivo se entenderá que las reglas lógicas comprenden 
R1-R6, MP Gen y Abst. 

Un abstracto “x3 A” en el cual no hay apariciones libres de x en A, 
se llama abstracto vacío : en caso contrario, no vacío. 

Las apariciones de x en A en el contexto 'x 3 A” deben ser ahora 
consideradas como apariciones ligadas, de suerte que se han de enmen- 
dar ligeramente las definiciones de aparición ligada y aparición libre 
dadas anteriormente en el $ A. 


Los abstractos monádicos que no contienen variables libres se com- 
portan de un modo muy semejante a como lo hacen las constantes 
predicativas primitivas monádicas; por ello nos hemos de referir a 
ellos con frecuencia como constantes predicativas definidas. Las 
constantes predicativas comprenden, pues, ambos tipos: las primiti- 
vas y las definidas. 

Puede preguntarse qué tipo de entidad representan las constantes 
predicativas definidas; llamaremos a estas entidades pseudo-clases o (si- 
guiendo a Quine) clases virtuales de objetos del campo fundamental. 
Por ejemplo, puede considerarse que la fórmula 

“aa (Px .v. (Ex) Plx"x)” 
representa la totalidad de los objetos que tienen la propiedad P o no son 
soportes de la relación P” para ningún objeto. Esta totalidad de objetos 
no es estrictamente una clase: las clases (con relación a un lenguaje 
dado) son el tipo de entidad que puede tomarse con entero sentido como 
valor para las variables de clase de dicho lenguaje, siempre que éste 
contenga dichas variables además y por encima de las variables indivi- 
duales; pero los lenguajes que estudiamos no contienen dichas varia- 
bles, luego aquellas totalidades son meramente virtuales. (Véase (IV, C.).) 

En lo sucesivo, “F”, “G” y “H” serán variables (del metalenguaje no 
formal) que abarcarán la(s) constante(s) predicativa(s) monádica(s) y los 
abstractos monádicos que no contengan variables libres. Tomaremos, 
asimismo, “x”, etc., como términos, a no ser que el contexto requiera que 
se tomen únicamente como variables. 

Lo que podemos llamar identidad de las clases virtuales es definible 
del modo siguiente: 


“F = G” abrevia a (x) (Fx .=. Gx). 
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Dos clases virtuales son idénticas si y sólo si los miembros de la una 
son exactamente los miembros de la otra. 

Podríamos definir aquí varios otros conceptos referentes a las cla- 
ses virtuales, como el de inclusión de dos clases virtuales, la suma 
lógica de dos clases virtuales, etc.; pero tales conceptos no son necesarios 
para nuestros fines presentes. 


Además de Abst tenemos las siguientes reglas referentes a los abs- 
tractos: 


TDI. Fx3Ay.=.A,si 'x3 A” es vacío. 

TD2a. Fx3(AvB)y:=:x3Ay.v.x3By. 

TD2b. Hxa3-Ay.=.-x3Ay. 

TD2c. Fx3(y)Az.=.(y)x3A2, si x e y son variables distintas, y 
z es cualquier término en el que y no aparezca libre. 

TD3a. Sir A, entonces Fy3Ax. 

TD3b. Si F-A, entonces F=y3Ax. 

Si “y 3 A” es vacío, TD3a es válido, en virtud de TDI. Supongamos, 
pues, que “y 3 A” no es vacío; sea A diferente de cierto B tan sólo por 
contener apariciones libres de una variable y en uno o varios lugares de 
B en que hubiera apariciones libres de cierto término x (y no aparezca 
libre en B); entonces, si + A, F (y) A (por Gen) y también + B (por R5 
y MP); pero entonces, por Abst, también + y 3 A x. La demostración de 
TD3b es análoga. 

Hemos estado hablando sólo de abstractos monádicos. Podrían 
quererse introducir también abstractos (relacionantes) con más de un 
lugar vacío (de grado superior). Para muchas investigaciones semánti- 
cas de este libro, lo importante es que no habrá ninguna necesidad de 
abstractos de grado superior; pero si se necesitan pueden introdu- 


cirse fácilmente: pues para todo n > 2, podemos definir expresiones 
como 


a ES SE 
O 

O o SE A 
igual que antes hemos hecho, en lo esencial. El principio Abst puede, 
pues, ser ampliado de forma que incluya igualmente estos abstractos 
relacionantes. (Para la mayoría de los desarrollos sucesivos no serán 
necesarios estos últimos abstractos y, por tanto, necesitaremos sólo 
el Abst restringido anteriormente dado.) 


E. IDENTIDAD 


La relación de identidad tiene un papel tan destacado en los sistemas 
lingiiísticos formalizados que suele ser conveniente adoptar un símbolo 
para ella como constante predicativa primitiva. En realidad, podríamos 
emplear el símbolo usual de la indentidad, *=”, en lugar del elemento 
primitivo diádico “P”, por ejemplo, y entonces podríamos escribir 
“= xx” de un modo más familiar como 'x = x”. Este sería un modo de 


introducir la identidad en la estructura de los sistemas lingiiísticos en 
cuestión. 
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Otro modo de hacerlo es tomar “==” como constante lógica adicional. 
En la definición anterior de “fórmula? se introduce entonces una cláusula 
estipulando que 

6 Ns y 
es una fórmula siempre que x e y sean términos; y se añaden dos reglas 
estipulando los Axiomas de identidad, o sea: 

R7.Fx=x, 

R8. Fx = y > (Fx > Fy)?. 

El segundo método tiene quizá la ventaja de ser más explícito 
gracias a la presencia de R7 y R8 como reglas de la lógica subyacente. 
Los sistemas ampliados que incluyen a R7 y R8 son llamados, a veces, 
lenguajes de primer orden con inclusión de la identidad ; los emplearemos 
en capítulos posteriores, de modo que la identidad se manejará siempre, 
salvo indicación contraria, mediante el segundo método. (Véanse, sin 
embargo, (VI, A) y (XI, A).) 

A partir de R7 y R8, presuponiendo R1-R6, MP, Abst y Gen, 
pueden demostrarse los metateoremas básicos de la teoría de la identi- 
dad. A continuación indicamos algunos de ellos 2, 

TEl. FIx=yD(x=2)Dy=2). 

TE2.-x=yy=x. 

TEJ.+Ex=y>D-y=x. 

TF4.Fx=y>(y=2>x="). 

TES. -FIx=zD(y=Z x= y) 

TE6. F-x=yD(-x=2zv-=y=2). 

En TE1-TE6, x e y pueden tomarse como términos. 

En las dos siguientes reglas de identidad, TE7 y TE8, y puede ser 
cualquier término, y x cualquier variable que no aparezca en y. En TE9 
y TEl0, y puede considerarse como cualquier término, y entonces x y Z 
serán variables distintas cualesquiera, y x no podrá aparecer libre en y. 
Finalmente, en TEl11 y TE12, x e y pueden ser variables distintas 
cualesquiera. 

TE7. + Fy = (x) (x = y D Ex). 

TE8. + Fy = (Ex) (x = y . Ex). 

TE9. HF (x) (x = y D Ex) = ((x) Ex v (Fy . (3) (2) (x = z> 
(Fx v Fz)))). 

TEIO. + (Ex) (-x = y . Fx) 
Fx . Fz))). 

TE1L. + (Ex) (y) (=y =x > Fy) = (2) (y) (x= y > (Fx y Fy)). 

TE12. E (x) (Ey) (<y = x . Fy) = (Ex) (Ey) (+x = y . Ex . Ey). 
Se dejan las demostraciones al lector. 

Tenemos ahora la estructura para una infinidad de sistemas lingúís- 
ticos diferentes, dependientes de las constantes individuales, predicativas 
o funcionales que se tomen como primitivas, y de si “=” se toma o 
no como elemento primitivo lógico adicional. Sea *L” en lo sucesivo una 
variable que abarque esta infinidad de sistemas. Se conoce a todos los 


((Ex) Fx . (Fy > (Ex) (Ez) (x = z. 


1 Puede debilitarse R8 considerablemente, si se desea, exigiendo que Fx sea equi- 
valente (por Abst) a una fórmula atómica. 
2 Cf. HiLBERT y BERNAYS, op. cit., vol. 1, pp. 164-77. 
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lenguajes “L” con el nombre de sistemas lingilísticos de primer orden 
simples y aplicados, con o sin inclusión de la identidad. 


Hay varios métodos posibles de formular estos lenguajes de primer 
orden. Pueden, por ejemplo, formularse de modo que contengan un tipo de 
variable totalmente nuevo, que tome las propiedades o las clases como 
valores (aunque dicha variable no admitiría la cuantificación). Una 
formulación que incluya variables de clase es algo más complicada que la 
que aquí empleamos; un lenguaje de primer orden simple es el que no con- 
tiene dichas variables, llamándose no simple al que las contiene. Un siste- 
ma lingúístico de primer orden simple aplicado es aquél que es simple y que, 
(i) contiene al menos una constante predicativa, o (ii) contiene laidentidad 
y como mínimo una constante funcional *. Generalmente dichos lenguajes 
contienen, al menos, una constante predicativa, pero allí donde existe la 
identidad, los funtores primitivos permiten con frecuencia conseguir 
idéntico poder expresivo. Todos los sistemas lengúísticos de que trata- 
remos con cierto detalle en este libro son lenguajes simples aplicados 
de primer orden con o sin inclusión de la identidad en el sentido de (1), 
o con inclusión de la identidad en el de (ii). La inclusión de constantes 
individuales primitivas es libre. 


Sólo hemos esbozado la estructura lógica de L; pero además de los 
axiomas estipulados por las reglas lógicas R1-R8, L contendrá algunos 
axiomas no lógicos y quizá también algunas reglas de deducción no 
lógicas; estos axiomas y reglas caracterizarán las propiedades, funcio- 
nes e individuos designados por las constantes primitivas. Daremos 


después, en el $ L y en posteriores capítulos, varios conjuntos diferentes 
de dichos axiomas y reglas. 


F. DESCRIPCIONES SINGULARES Y SELECTIVAS 


Introduciremos ahora dentro de cualquier L dos importantes con- 
ceptos: los de descripción singular y selectiva. 

Por descripción selectiva se entiende, en términos generales, una 
frase de la forma “cualquier objeto x seleccionado o representativo que ten- 
ga tal y cual propiedad”: frases como ésta son al mismo tiempo selectivas 
y descriptivas en el sentido de que seleccionan y describen cierto objeto. 


Este concepto es importante pero no ha sido muy utilizado por filósofos 
y metodólogos. 


Las descripciones selectivas se introducen por medio de la función 
e de Hilbert ?, que puede ser definida contextualmente del modo siguiente. 


(ex. Fx)[A"] abrevia ((Ex) Fx. (x) (Fx. > . A)), si A' difiere 
de A sólo por contener “(€ x . F x)” dondequiera que hubiese aparicio- 
nes libres de x en A 3, 


2 Cf. A, CHURCH, op. cit., pp. 33-8. La terminología aquí empleada difiere ligera- 


mente de la de CHurcH, así como de la de Hilbert y Ackermann. 


2  HiLBERT y BERNAYS, op. cit., vol. 11 (Berlín, Springer, 1939), pp. 9-18. Este 
empleo de “e” no debe, naturalmente, confundirse con el del $ D anterior, ni con los 
que se introducen más adelante, en el capítulo VI. 


3 Esta definición se debe en lo esencial al profesor Frederic B. Fitch. 
5 
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Según esta definición, por ej emplo, 


(1) “(ex.Px) [Px” .v. P' (ex.Paja"T, 
es una forma breve de | 
(2) (Ex) Px . (a) (Px . D (Px'" .v. P” xx)”. 


Una expresión como “e x.Px* puede leerse: “cualquier x seleccionado 
que tenga P”. Puede verse del modo siguiente que esta lectura está 
quizá justificada: (2) debe, naturalmente, leerse como “hay al menos un 
objeto que tiene P, y todo x que tiene P es tal que x' tiene P o que x 
es soporte de la relación P* para con x””; si empleamos “todo” de tal modo 
que la frase “todo tal y cual seleccionado” implique la existencia de al 
menos un tal y cual, entonces (1) puede leerse “todo objeto seleccionado x 
que tenga P es tal que Px”, o que x es soporte de P” para con x”, sobreen- 
tendiéndose que hay al menos un objeto que tiene P. Este empleo de 
“todo” parece, hasta cierto punto al menos, de acuerdo con el habitual. 


En una expresión de la forma “(e x . F x) [AJ”, la primera aparición 
por la izquierda de “(ex . F x)” es llamada indicador de afección. Hemos 
de hacer notar la causa de la importancia de los indicadores de afección: 
son necesarios aquí del mismo modo que en la teoría de Russell de las 
descripciones singulares, que veremos después, y por razones parecidas. 
Cuando A es una proposición de L, F no contiene variables libres y 
(Ex) F x? es verdadera, debemos distinguir con cuidado entre 


(3) “(ex.Fx) [Glex.Fx)] . D . A? 
(4) “(ex.Fx) [G(ex.Fx) . D . Aj. 


Porque, si (Ex) F x” es verdadera, (3) es también verdadera mientras 
que (4) es falsa; esto se ve si desarrollamos (3) y (4) de acuerdo con la 
definición: (3) se transforma en 
(Ex) Ex. (3) (Fx . Gx): D :A”, 
que es verdadera al ser la hipótesis falsa; por otra parte, (4) se transfor- 
ma en 
(Ex) Ex . (1) (Fx:>:Gx. > . A), 

que es falsa si *—(Ex) F x* es verdadera. Es, pues, esencial distinguir entre 
(3) y (4) colocando debidamente los indicadores de afección. 

Si se utiliza mucho la función e, es útil la siguiente definición: 

“E! (e x . F x)' es otra notación posible para “(E x ) E x”. 

Decir, por ejemplo, que E! (ex . Pax), es decir que existe al menos un 
objeto que tiene P. 


Los dos metateoremas básicos que gobiernan la función e son los 
siguientes: 


T FI. F (Ex) Ex .=. (ex. Ex) [F (ex.Fx)]. 
TF2. F(x) Fx .=. —(ex.—Ex) [—F(ex.—Fx)]. 


Las demostraciones son inmediatas. Estos metateoremas hacen ver, 
respectivamente, cómo las cuantificaciones existencial y universal 
pueden expresarse exclusivamente en términos del “e” de Hilbert. 


Estrechamente relacionado con el concepto de descripción selectiva 


- 
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está el de descripción singular 1: ésta es, hablando grosso modo, una 
frase de la forma “el tal y cual” o “el único tal y cual”. Dentro de L, y en 
caso de que éste incluya la identidad, puede introducirse una notación 
para las descripciones singulares del modo siguiente: | 

“(ax.Fx) [AY abrevia “((ex.Ex) [A]. (2) (y) (Ex . Fy: >D :x = y)), 
si x e y son variables distintas y A” sólo difiere de A por contener apari- 
ciones de “(1x . Fx)” siempre y sólo donde A contiene apariciones 
de “(ex . Fx). 

La expresión *(1x.Pax)”, por ejemplo, puede leerse “el único x que tiene 
P”. Los indicadores de afección se necesitan aquí del mismo modo que 
antes, en el caso de las descripciones selectivas. 


Si se utilizan mucho las descripciones singulares, es también útil 
la siguiente definición. 


“E! (1x.Fx)” en lugar de (Ey) (x) (x = y . = . Fx)”, en donde x e y son 


variables distintas. 


Los teoremas básicos referentes a las descripciones singulares pueden 
indicarse así: 


TF3. + El(0x.Fx) :=: (Ex) Ex . (x) (y) (Fx . Fy: D :x = y), siendo 
x e y variables distintas. 

TF4. + (1x.Fx) [A] :=: E! (rx.Fx). (x) (Fx . >. A), si A” difiere 
de A sólo por contener *(1+x.Fx)” dondequiera que haya apariciones li- 
bres de x en A. 


TF5. + (1x.Fx) [(ry .Gy) [A4]] .=. (y .Gy) [Gx.EFx) [A]], si x e y son 


variables distintas. 


Las descripciones singulares son útiles sobre todo como medio de 
introducir constantes individuales. Supongamos que L no contiene 
constantes individuales primitivas, y que los axiomas de L son tales que 
aseguran la existencia de un objeto x, y sólo uno, tal que ---x---5 podemos 
entonces definir 

62? 6 ? 
a” como “(1% . ---X==-)”. 


Luego si L no contiene primitivamente constantes individuales, pueden 
introducirse éstas por medio de descripciones, si se dispone de las 
constantes predic ativas necesarias. E inversamente, si contiene constan- 
tes individuales como elementos primitivos, éstas pueden ser eliminadas 
en cuanto tales elementos y definirse por medio de descripciones (si se 
dispone de las constantes predicativas necesarias). Estos importantes 
hechos nos permiten ver que un lenguaje L que contenga constantes 
individuales primitivas puede ser transformado fácilmente en un L[” 
que no las contenga, y viceversa, en las debidas circunstancias. 


Utilizand o la identidad, las descripciones singulares y los abstractos 
de grado superior, podemos también eliminar —si concurren circunstan- 


cias oportunas— las constantes funcionales como elementos primitivos 

1 Cf. WHITEHEAD y RUSSELL, op. cit., vol. 1, pp. 172-86. También HILBERT y 
BERNAYS, op. cit., vol. I, pp. 383 y siguientes. Sobre la importancia filosófica de la 
teoría de la descripción, véase, entre otros, B. RusseLL, Introduction to Mathematical 
Philosophy (George Allen and Unwin, London, 1919), pp. 167-80 [versión castellana: 
Introducción a la Filosofía Matemática, Losada, Buenos Aires, 1945, pp. 235-51 (T.)]. 
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de L. Supongamos que Q es una constante predicativa, primitiva o defi- 


nida, (n + 1) - ádica de L y que 


Pla)... tagr) (Lao) (Qu%z + + - Marr + Opa la + e > Map 1D 
X, = Xu42), | 
y que 


E (xr) - .. (0) (Ex) O 41% + - «Ma 
Podemos entonces definir 
6 y) 6 > 
(AX, . . Xp -Q)' como yx, . . .M13QyX; . . Xp. 
Pero a su vez una constante funcional n-ádica, digamos “f”, puede ser 
considerada como una abreviación de 


A E A 
y el término 


Ty, . . . yn puede, pues, abreviar (1% .+4 - TXn+1Yz +... Yn) + 
Luego se pueden eliminar las constantes funcionales como elementos 
primitivos de L —en las debidas circunstancias— e introducirlas por 
medio de estas definiciones. 

Puesto que, como acabamos de ver, las constantes individuales y fun- 
cionales pueden siempre eliminarse como elementos primitivos (si se dan 
las circunstancias pertinentes) sin pérdida de poder expresivo, estare- 
mos justificados en muchas de nuestras posteriores investigaciones si 
dedicamos sólo nuestra atención a aquellos lenguajes L que no las con- 
tengan primitivamente. 


G. FORMAS NORMALES 


Hay dos teoremas referentes a los sistemas lingiiísticos L que serán 
particularmente útiles para nuestras investigaciones semánticas: son 
los que nos dicen que las fórmulas de L pueden llevarse a ciertas formas 
normales típicas. Aunque no son las únicas formas normales, como es 
lógico, las dos que nos serán en lo sucesivo de especial utilidad son un 
tipo de forma normal conyuntiva y la forma normal prenexuada ?. 

Llamemos proposición universal atómica ? a toda fórmula de L del 
tipo *(x) A”, en la cual A no contenga ninguna variable libre distinta de x, 
y que pueda contener o no a x misma como variable libre. Tal proposición 
es universal debido a la presencia del cuantificador universal; pero es tam- 
bién atómica en el sentido de que puede entrar, por medio de la negación 
y de la disyunción, en la composición de fórmulas moleculares más 
largas. Por ejemplo, “(x) A” puede ser considerada como parte universal 
atómica de ““(x) A > B”. 

Podemos suponer por ahora que L no contiene constantes individua- 
les primitivas, de suerte que toda proposición de L contendrá un cuan- 
tificador y, o bien será una proposición universal atómica, o bien estará 
construida a partir de éstas por medio de *-” y “v? del modo apropiado. 
Dada cualquier proposición € de L podemos, pues, construir determinada 


1 C£., p. ej., HILBERT y AÁCKERMANN, Op. cit., pp. 10-11 y p. 67. [en la versión 
española citada, las pp. 25-6 y 111 (T.)], o A. CHurcH, op. cit., pp. 59-61; 
2  Recuérdese nuestra nota del capítulo 1, $ F (N. de los T). 
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proposición a partir de las proposiciones universales atómicas que la 
constituyen del modo siguiente: sean A,,. . . A, las proposiciones 
atómicas universales que constituyen C; y sea B,, o bien A,, o bien 
6 9 o e e e. 

<A? (1<1S< n); entonces, formamos varias disyunciones de las 
proposiciones B y, finalmente, una conyunción de dichas disyunciones. 
Se dirá que toda conyunción de disyunciones de proposiciones universa- 
les atómicas o sus negaciones está en forma normal conyuntiva especial. 


Un teorema referente a esta forma normal conyuntiva es el siguiente: 
dada cualquier fórmula C de L que no contenga variables libres, exis- 
te una fórmula D en la forma normal conyuntiva especial tal que 


FC = D. 


La demostración se vale únicamente de teoremas de la lógica de 
funciones veritatlvas. 


Consideremos uno o dos ejemplos. Sean A,, A, y Az proposiciones 

universales atómicas. Consideremos la fórmula 
(1) “((A, D (A, D Az)) - A, . Az) D As”. 
Mediante las debidas transformaciones, en las que empleamos ciertas 
consecuencias de R1-R4, puede hacerse ver que es equivalente a 
(2) (A, v-A, v-=Ay,v As) . (Az v A, v=A, v As) . (“Az v - 
A, v A, v As)”. 
Obsérvese que (2) está en forma normal conyuntiva especial. Pari passu, 

(A, VA v Aj). (AyvAzv-A) . (Av Ava) . (A, v 
<A, v Ay) 
está en forma normal conyuntiva especial y es equivalente a 

(A, D Ay) D (Az D Aj)”. 

Otra importante forma normal es la llamada forma normal prenexuada, 
que se refiere a la cuantificación. Una fórmula C de L está en forma 
normal prenexuada si es de la forma 


(3) “(Cx,) (Cx2) . . . (Cx,) A”, 
donde cada “(Cx;)” es, o bien *(x,)”, o bien “(Ex)” (paral < ¿< n), A no 
contiene cuantificadores, y X,,. . .,X, son variables distintas que 


aparecen libres en A. 
El Teorema de la forma normal prenexuada es el siguiente: 


Dada cualquier fórmula € de L que no contenga variables libres, 
existe una fórmula D de L en forma normal prenexuada tal que + € = D. 
La demostración requiere sobre todo ciertas leyes elementales de cuan- 
tificación. Por ejemplo, es fácil mostrar que la fórmula 

(x) (A B) > ((Ey) €, > (Ez) C,) 
tiene como forma normal prenexuada 

| (Ex) (y) (Ez) ((4 > B) > (C, > Cp) o 
siempre que x no esté libre en €, ni C,, y no lo esté en A, B ni C,, ni 
z en C,, A ni B. Y, bajo las mismas condiciones, 

| (Ex) (A . B) > (y) (C, > (Ez) €,” 

tiene como forma norma prenexuada 

O (M(ER(A BO (UOC 

En ambos ejemplos, x, y y z deben considerarse variables distintas. 

Obsérvese que las definiciones aquí dadas no requieren que estas for- 
mas normales sean únicas. Por el contrario, dada cualquier proposición 
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de L, puede haber varias fórmulas en forma normal conyuntiva o 
prenexuada equivalentes a ella. 

Ambas formas normales van a sernos útiles más tarde para la defi- 
nición del concepto semántico de verdad para L. En el caso de la forma 
normal prenexuada creemos útil requerir también que el primer cuan- 
tificador por la izquierda de una fórmula en forma normal prenexuada 
sea un cuantificador universal, lo cual puede siempre lograrse fácil- 
mente. Supongamos que el primer cuantificador izquierdo, *“(Cx,)”, es 
“(Ex,)”, y que se dispone de *=”; formamos entonces a partir de la fór- 
mula (3), en forma normal prenexuada, la fórmula 

(X, +1) (Ex,) (Cx3) . . . (Ux,) (A. Xp 41 = X2+1)> 
Es evidente que ésta fórmula equivale a (3), tomando x, ,, como nueva 
variable. De este modo podemos admitir sin perder generalidad que el 
primer cuantificador por la izquierda de toda fórmula en forma normal 
prenexuada es un cuantificador universal. 


H. CAMPOS DE INDIVIDUOS 


Volvámonos ahora a unas consideraciones de carácter algo menos 
técnico. 

Una de las principales características que determinan que un sis- 
tema lingúístico L sea de primer orden, consiste en que, como hemos 
visto, se considera que sus variables abarcan un sólo tipo de objetos, 
llamados individuos. Como es lógico, el margen acerca de lo que puede 
ser considerado individuo es amplísimo: la totalidad de los puntos 
espacio-temporales, la totalidad de los números naturales, la totalidad 
de los protones y los electrones, la totalidad de los seres humanos, 
etcétera, pueden tomarse como elementos de un campo de individuos 
para un L apropiado. Pero también los objetos de tipo más “abstracto” 

ueden ser tomados como individuos: la totalidad de los números rea- 
les, la de los números reales junto con todas las clases o funciones de los 
números reales, la totalidad de los objetos de la teoría de conjuntos, la 
totalidad de los objetos artísticos (en cierto sentido preciso) etc., pue- 
den considerarse adecuadamente como constituyentes del campo de in- 
dividuos de un L debidamente formulado. En realidad, absolutamente 
cualquier tipo de entidad puede tomarse como campo de individuos, 
con la única condición de que constituya una totalidad claramente 
definida y delimitada. 

Lo que aquí se llama 'campo de individuos” se denomina a veces, 
en las obras más antiguas, “universo del discurso”; el empleo de “onto- 
logía” que hace Quine es aproximadamente equivalente. Aquí, sin em- 
bargo, preferimos hablar del campo (Bereich) de individuos de un sis- 
tema lingiúístico, por ser ésta la terminología que con más frecuencia 
emplean los lógicos matemáticos. 

Es útil para ciertos fines distinguir entre individuos en sentido 
amplio e individuos en sentido estricto. Estos últimos pueden ser defi- 
nidos como objetos del tipo inferior en un sistema formal basado en la 
teoría simplificada de los tipos, siendo los objetos de tipo más alto 
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individuos en sentido amplio (véase el capítulo VI, $$ C-G>); sin embargo, 
de este modo únicamente puede establecerse la distinción para los len- 
guajes basados en la citada teoría, y lo que queremos es una distinción 
que pueda ser establecida igualmente para otras clases de sistemas 
formales. Podría intentarse describir la diferencia a partir de términos 
tales como “abstracto” y “concreto”, pero esto sería de escasa utilidad, 
puesto que también éstos necesitan aclaración. Una diferencia útil y 
muy importante es la siguiente: algunos campos de individuos son, o 
bien finitos, o bien infinitos pero numerables ; otros son no numeraóles ?. 
(Un campo de individuos de un lenguaje puede ser numerable o no 
numerable sin que en el interior del propio lenguaje seamos ca- 
paces de demostrar que esto sucede: el que pueda o no demostrarse 
depende en parte del alcance del lenguaje estudiado; pero si un campo de 
individuos es numerable, debemos al menos ser capaces de mostrar o 
demostrar que lo es dentro de un metalenguaje sintáctico o semántico. 
Véanse, más adelante, los $8 1-J.) Se puede, por lo tanto, hablar de un indi- 
viduo en sentido estricto o restringido como miembro de un campo de 
individuos a lo sumo numerable, y de individuos en sentido amplio o 
ampliado como miembros de un campo no numerable; de acuerdo con 
esto, hablaremos con frecuencia de un lenguaje de primer orden en 
sentido estricto o restringido, dando a entender con ello que se trata de 
un lenguaje de primer orden cuyo campo fundamental es a lo sumo 
numerable; y, análogamente, podemos hablar de un lenguaje de pri- 


mer orden en sentido amplio o ampliado refiriéndonos a uno cuyo campo 
fundamental sea no numerable. 


Todos los lenguajes L son lenguajes de primer orden con o sin in- 
clusión de la identidad, bien en sentido estricto, bien en sentido amplio. 
Siempre que exista la posibilidad de elección, un L de primer orden en 
sentido estricto es preferible a uno en sentido amplio. Las razones de 
esta preferencia se detallarán más tarde en la discusión del construc- 
tivismo de primer orden. (Véase el capítulo XIII.) 


Podría pensarse que el confinarnos en los lenguajes de primer orden, ya 
sean finitos, numerables o no numerables, nos limita excesivamente, y que 
con ello descuidamos algunas clases de sistemas lingúísticos de gran impor- 
tancia. Es perfectamente sabido, sin embargo, que no sucede así: la ma- 
yoría de los sistemas lingúísticos importantes (del tipo clásico) han sido 
formulados ab initto como lenguajes de primer orden, o bien pueden 
ser fácilmente formulados de nuevo como tales. En cuanto a los len- 
guajes que normalmente se considerarían de orden superior, tales como 
los basados en la teoría simplificada de los tipos o en la teoría zermeliana 
de conjuntos, no los descuidaremos en este trabajo. (Véase el capítulo VI.) 

Los lenguajes de primer orden anteriormente esbozados son tales 
que contienen un solo género de variable, pero esto no es en absoluto 
esencial: puesto que el campo fundamental de un lenguaje se compone 
de individuos de clases diversas, quizá mutuamente excluyentes, es 


1 Un campo de objetos numerable es, en términos generales, aquél cuyos objetos 


pueden hacerse corresponder uno a uno con el conjunto de los números naturales, y un 
campo no numerable es un campo infinito para el cual no existe dicha correspondencia, 
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conveniente muchas veces emplear más de un género de variables!, 
Algunos de los metalenguajes de primer orden de que trataremos más 
tarde contienen dos géneros distintos: debe considerarse que cada gé- 
nero de variables abarca un tipo de entes apropiado; y el campo fun- 
damental del lenguaje se compone de todos estos entes juntos. El dis- 
poner de géneros separados de variables nos ayuda conceptualmente 
a mantener separados los dos tipos de objetos; sin embargo, no es 
nada esencial formalmente tener los dos tipos de variables, y—si se 
quiere—siempre es posible volver a formular el lenguaje de modo que 
contenga un tipo único (véase (1V,B).) 

Si L contiene dos géneros de variables, hay que hacer algún ligero 
cambio en lo anterior: las definiciones de “fórmula” y “término” deben 
ser tales que incluyan estos dos géneros; en lugar de R5 necesitamos 
ahora dos reglas, una para cada género de variables, y análogamente 
para Ró y Gen, para Abst y para R7 y R8. Estos cambios no ofrecen 
dificultad. 


Il. LENGUAJE OBJETO Y METALENGUAJE 


Con frecuencia, el campo de individuos de L se considera com- 
puesto de objetos de carácter no lingúístico, y posiblemente sean de 
este tipo la mayoría de los lenguajes científicos y filosóficos. Pero en 
un segundo tipo de discurso se querrá tal vez hablar, no sólo de obje- 
tos no lingiiísticos, sino también de las propias palabras, frases, propo- 
siciones, etc., que comprende dicho discurso. O también, en un tercer 
tipo, se hablaría únicamente de las expresiones de un lenguaje y no 
de los objetos a los que éstos se refieren. 


Un lenguaje que debe ser formulado, analizado, investigado o des- 
crito de un modo u otro dentro de un contexto dado es llamado lenguaje 
objeto (habitualmente, aunque no siempre, los objetos de que habla 
este lenguaje no son lingiúísticos). Los lenguajes de los otros dos tipos 
mencionados se llaman metalenguajes, y, en particular, metalenguajes 
de o con respecto a un lenguaje objeto dado ?. En un metalenguaje 
de L puede hablarse de las expresiones (lingúísticas) de EL, y posible- 
mente también de los objetos de que habla el mismo L; dado un meta- 
lenguaje de L, en el metalenguaje de aquél puede hablarse, a su vez, 
acerca de las expresiones lingiiísticas del primer metalenguaje, y quizá 
también de los objetos, lingitísticos o de otro tipo, de los cuales habla; 
de este modo se llega a toda una jerarquía de lenguajes: el lenguaje 
que está situado más bajo en la jerarquía es generalmente el lenguaje 
objeto; a continuación viene su metalenguaje, después su meta-meta- 
lenguaje (es decir, el metalenguaje del metalenguaje); luego el meta- 
meta-metalenguaje, etc. No existe un límite superior de jerarquía, 


1 Véanse A. ScumiDr, «Ueber deductive Theorien mit mebreren Sorten von Grund- 
dingen», Mathematische Annalen, 115 (1938), pp. 485-506; y H. Wanc, «Logic of 
Many-Sorted Theories», The Journal of Symbolic Logic, 17 (1952), pp. 105-116. 

2 Cf. especialmente R. CArNAP, The Logical Syntax of Lenguaje (Kegan Paul, 
London, 1937), pp. 1-9. | ES: | 
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puesto que dado un lenguaje de cualquier nivel siempre existe un 
lenguaje de nivel inmediato superior como metalenguaje suyo; pero 
en la práctica podemos habitualmente limitar nuestro discurso a len- 
guajes de dos o tres niveles; algunos estudios utilizan al menos cuatro, 
pero esto no es lo usual. 

En los parágrafos precedentes, $$ A-G, tomamos L como lenguaje 
objeto. Al hablar de los signos y expresiones de L hemos utilizado 
como metalenguaje un lenguaje estrechamente emparentado con el 
castellano corriente; mas, en realidad, este metalenguaje se parecía 
mucho sólo a una parte muy pequeña del castellano: cada frase de 
los $8 A-G podría, sin duda, traducirse al castellano básico, es más, 
a una parte realmente reducida de éste 1; y en dos o tres ocasiones 
empleamos frases meta-metalingúísticas para enunciar algo acerca de 
la notación del metalenguaje (el meta-metalenguaje estaba también 
muy cercano a una porción reducidísima del castellano). 


La mayoría de los sistemas lingitísticos formalizados que han sido 
estudiados con detalle a través de las publicaciones sobre lógica mo- 
derna se han tomado como lenguajes objeto en el sentido descrito. La 
naturaleza del metalenguaje, como en la formulación anterior de L£, 
queda por lo general imprecisa: no siempre se sabe de un modo claro y 
preciso qué modos de expresión se permite contener al metalenguaje. 
Muchos lógicos emplean metalenguajes de gran alcance, que contienen 
medios de expresión de múltiples posibilidades: en realidad, lenguajes 
tan poderosos que llegan a contener la mayor parte de las matemáti- 
cas (los cuales han desempeñado un importante papel histórico). 


Pero es también interesante considerar metalenguajes de menor 
alcance, cuyos medios de expresión sean sumamente limitados; en este 
libro trataremos fundamentalmente de ellos. Cuando se emplea un 
metalenguaje poderoso, que contiene virtualmente toda la matemática, 
no es necesario una formalización explícita: existen varios medios de 
formalizar las matemáticas, y se puede simplemente escoger uno con- 
veniente. Pero cuando el metalenguaje ha de estar seriamente limitado 
en cuanto a medios de expresión, es esencial saber con exactitud qué 
conceptos, qué axiomas, modos de deducción, etc., están permitidos; 


en este caso, formalizar el metalenguaje con todo cuidado tiene la 
máxima importancia. 


J. SINTAXIS Y SEMÁNTICA 


En el párrafo anterior hemos distinguido dos tipos de metalenguaje. - 
Dado un lenguaje objeto L, un metalenguaje puede ser un lenguaje 
en el cual hablemos exclusivamente de las expresiones lingúísticas de 
L : éste sería un metalenguaje de L en el primer sentido. O bien pode- 
mos tener un metalenguaje de L en el segundo sentido, que compren- 
da modos de hablar no sólo acerca de las expresiones lingúísticas de L, 
sino también acerca de los objetos sobre los cuales L a su vez habla. 


1 


Véase C. K. OcprenN, Basic for Science (Kegan Paul, London, 1942). 
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El primer tipo de metalenguaje, en el cual se habla exclusivamente 
de expresiones lingúísticas, es llamado habitualmente lenguaje de sin- 
taxis o metalenguaje sintáctico de L, y un lenguaje del segundo tipo es 
llamado metalenguaje semántico de L*. Un metalenguaje sintáctico o 
semántico puede ser, naturalmente, rico o pobre en modos de expre- 
sión; puede incluir o no una lógica de gran alcance a modo de sub- 
estructura; puede contener o no axiomas o reglas de deducción com- 
plicados. Para cualquier L hay varios tipos diferentes de metalengua- 
jes sintácticos y semánticos de L. Y en un metalenguaje muy poderoso 
de L, deben poder demostrarse enunciados sobre L que serían indemos- 
trables en un metalenguaje restringido. 


Esta caracterización de “sintaxis” y “semántica? es muy tosca y sólo 
aproximada. Más tarde aparecerá una caracterización más precisa a 
partir de la formulación de metalenguajes sintácticos y semánticos con- 
cretos. 


Ya hemos señalado que todos los sistemas lingiísticos de que trata- 
remos con cierto detalle, ya sea como lenguajes objeto o como meta- 
lenguajes, serán de primer orden. Los lenguajes objeto pueden tomarse 
en sentido amplio o estricto; en cuanto a los metalenguajes sintácticos 
que vamos a estudiar, se tomarán siempre en sentido estricto. Nuestra 
finalidad es en parte mostrar cómo es posible construir metalenguajes 
semánticos en sentido estricto incluso cuando los lenguajes objeto (en 
sus interpretaciones habituales) son lenguajes de primer orden en sen- 
tido amplio (los detalles se dan en los capítulos Vi11-1X). Como pre- 
liminar a la formulación de metalenguajes semánticos de este tipo muy 
restringido, trataremos de metalenguajes semánticos que son del tipo 
estricto si y sólo si los lenguajes objeto a que se refieren lo son tam- 
bién (capítulos 1V-V11). Aunque los lenguajes objeto considerado en 
toda la obra pueden consistir en cualquier sistema apropiado de primer 
orden, intentamos restringir los metalenguajes semánticos tanto como 
sea posible. 


K. SIGNOS SUCESOS Y SIGNOS FIGURAS 


Otra distinción que en lo sucesivo manifestará ser importante es la 
que existe entre lo que Peirce llamó tipos y prendas [types and tokens], 
llamado ahora con más frecuencia signos figuras (o formas) y signos 
sucesos (o inscripciones)? Hasta ahora hemos hablado de las expre- 
siones de L, pero no hemos especificado en modo alguno qué se supone 
que son estas expresiones. Hemos hablado también de los símbolos de 
un lenguaje L: los símbolos son posiblemente las unidades mínimas 
—elementos o letras—de un lenguaje, y las expresiones son, pues, 


1 Este empleo es fundamentalmente el de Tarski y CARNAP. Véanse A. TARSKI, 
op. cit., y R. CARNAP, Introduction to Semantics (Harvard University Press, Cambridge, 
1942), pp. 8-15. 

2 Cf. C. S. Perrce, Collected Papers (Harvard University Press, Cambridge, 
1931-1935), especialmente tomo II, $$ 245-6, y tomo IV, $ 537; y R, CARNAP, Intro- 
duction to Semantics, pp. 4-8. 
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series finitas de ellos. Pero 'símbolo” y “expresión” son igualmente am- 
biguos. Consideremos primero “símbolo”: un símbolo puede ser una 
aparición concreta en el espacio y el tiempo, o bien puede ser una clase 
de tales apariciones, todas suficientemente semejantes entre sí. En el 
primer caso llamamos al símbolo un símbolo suceso; en el segundo, 
un símbolo figura. Los símbolos sucesos son, sin duda, apariciones rea- 
les de cierto tipo dentro del mundo espacio-temporal; son singulares 
y concretas, ocupan una cierta porción del espacio y del tiempo, y no 
son nada más. Un símbolo figura, en cambio, es una entidad de tipo 
completamente distinto: es una entidad abstracta en el sentido de que 
puede concretarse en casos particulares. Por ejemplo, el símbolo figu- 
ra “a” se ejemplifica en una marca de tiza o de tinta (individual, concre- 
ta, quizá visible) en cierta región espacio-temporal determinada. Tal vez 
el mejor modo de declarar los símbolos figuras sea haciéndolos clases 
de símbolos sucesos; pero, naturalmente, no debe entenderse que cual- 
quier clase de éstos comprenda un símbolo figura: como ya hemos apun- 
tado, los miembros de un símbolo figura deben todos ser suficientemente 
semejantes entre sí, de formas, tamaños, etc., parecidos (de momento 
no es necesario determinar exactamente lo que aquí entendemos por 
«suficientemente semejante»). 


Análogamente, una expresión puede ser explicada como una serie 
de símbolos sucesos tomados en cierto orden, en cuyo caso las expre- 
siones ocupan también espacio y tiempo, son concretas, etc.; pero tam- 
bién podemos hablar de expresiznes que sean entidades abstractas 
concretables en casos particulares. Se pueden distinguir los dos senti- 
dos de “expresión” sin más que hablar de expresiones sucesos y ex- 
presiones figuras; sin embargo, no es necesario multiplicar de este modo 
nuestro vocabulario, y nos referiremos a símbolos sucesos o expresiones 
sucesos como signos sucesos, y a las expresiones o símbolos figuras 
como signos figuras. 

e aquí, pues, dos criterios completamente distintos acerca de la 
naturaleza de signos y expresiones. El criterio según el cual los signos 
deben ser entendidos como signos figuras es el llamado punto de vista 
clásico, que lo es en dos sentidos: (1) la sintaxis y la semántica se for- 
mularon primeramente según esta perspectiva, y (2) ésta entiende las 
expresiones como clases de objetos. El criterio según el cual los signos 
deben entenderse como signos sucesos es el punto de vista ¿mscriptivo o 
nominalista, que al parecer proviene de Lesniewski, pero sólo ha sido 
tratado de un modo sistemático recientemente por Goodman y Quine. 
Naturalmente, se puede también adoptar un punto de vista mixto 
considerando los signos, para ciertos fines según una perspectiva, para 
otros fines según la otra; en una semántica o una sintaxis de este tipo 
mixto serán necesarias posiblemente variables que abarquen signos 
sucesos así como variables de clase que abarquen signos figuras (cf. el 
capítulo XII, $ G). 

En este libro formularemos primeramente la sintaxis y la semán- 
tica de acuerdo con el punto de vista clásico (1II-X); pero después 
(XI-XID haremos ver que cabe nominalizar la sintaxis y la semántica 
sin pérdida sustancial de alcance. 
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L. ALGUNOS LENGUAJES OBJETO DE PRIMER ORDEN 


Antes de abordar nuestra tarea principal, el estudio detallado de 
ciertos metalenguajes sintácticos y semánticos de primer orden, eche- 
mos una breve ojeada a ciertos sistemas lingilísticos muy conocidos 
que pueden tomarse como lenguaje objeto. Sólo escogemos unos pocos 
de estos lenguajes a modo de ejemplo; cada uno de ellos será un L 
con las reglas no lógicas apropiadas. 

Los primeros ejemplos son dos sistemas estrechamente emparenta- 
dos con los sistemas formulados por Hilbert y Bernays para parte de 
la teoría de números elemental (tienen un interés especial para la de- 
mostración de la compatibilidad de dicha teoría). El primer sistema, 
(A), contiene los siguientes elementos primitivos ?: 

Constantes lógicas : w, “, “(, Y, 8, *=". 

Constante predicativa : *<?”. 

Constante individual : *o' 

Constante funcional : “0” 

Variables : e e, PA 
Debe considerarse que E representa la relación “ser menor que' (entre 
números naturales), “0” el número natural cero, y “0” la función *ser el 
sucesivo de” un número natural (de suerte que ox sea el sucesivo de x). 
Las variables abarcan números naturales. Las definiciones de “fórmula” 
y “término” pueden darse de modo no formalizado, como en (II, A). 
Otras constantes lógicas son definibles por D1-D4, como en (IL, A). 
Las Reglas lógicas nos las proporcionan R1-R8 y Abst. Las Reglas no 
lógicas son como sigue: 

ALE MEP O O 

A o E E E E E 

AJ. Fx <ox. 

Al. Frx<x.D. xa <ox. 

AS. F=x<o. 

A6. F=x=0. DD. (ExJox' = x. 

Las Reglas de deducción son MP y Gen. (Obsérvese aquí, incidental- 
mente, que R7 es demostrable por 42-44 y que, por tanto, puede no 
incluírsela entre las reglas lógicas.) 

El pesado ejemplo es en lo esencial el famoso sistema (Z) de Hilbert- 
Bernays ?. Las constantes lógicas son aquí las mismas que en (A). No 
hay constantes predicativas no lógicas primitivas; “o” es la única constan- 
te individual primitiva, y “o”, “+” y *x” son las constantes funcionales 
primitivas. Las variables ex tx'”, etc., abarcan números naturales, 
como en (A); “o” designa el número natural cero, y “o”, 4” y *x? re- 
presentan respectivamente las funciones de la aritmética elemental 
sucesivo, adición y multiplicación. Las reglas comprenden, además de 
las reglas lógicas análogas a las de (A), las siguientes: 

Ll. +-ox=0. 

Ll, TOREO INR 

L3. rx+o=x. 


1 Cf. D. HiLñERT y P. BERNAYS, op. cit., vol. 1, p. 263. 
2  Ibtd., p. 371. 
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ZA. Fx+ox' = 0(x + 1”). 

L5. bx XO=0. 

> 4LÓ6Ó. Fxxox=(xxx)+x 

£7. EFo.(o(Fx. D . Fox): D:Fx. 

21, Z2 y Z7 son formas de los Postulados de Peano, y Z3-Z6 son las 
llamadas ecuaciones recurrentes para la adición y la multiplicación; 
Z7 es un principio de inducción matemática. La teoría matemática ca- 
racterizada por estos axiomas es la llamada generalmente teoría elemen- 
tal de números. 

Carnap ha estudiado recientemente con fines metodológicos varios 
tipos de lenguajes de primer orden. Los sistemas £,, £,, ..., £,., dis- 
cutidos en Logical Foundations of Probability, por ejemplo, están es- 
trechamente relacionados con lenguajes de primer orden que podemos 
describir en términos generales como sigue *. Los elementos primitivos 
comprenden las constantes lógicas (como anteriormente), un número 
infinito de constantes predicativas primitivas, cada una de un grado 
finito que se especifica (tales como “azul”, “más cálido”, etc.) y un nú- 
mero finito o numerable de constantes individuales, junto con varia- 
bles; la lógica presupuesta es esencialmente la que proporcionan R1-R8, 
MP, Gen y Abst, a los cuales se añaden axiomas no lógicos apropia- 
dos; finalmente, cada £, es un sistema cuyo campo fundamental con- 
tiene exactamente n individuos, mientras que £, contiene una canti- 
dad de individuos numerable. 

Otra variedad de sistema de primer orden estudiada por Carnap es 
el lenguaje coordenado £'i. Se supone que los individuos de este len- 
guaje poseen un orden básico fijo, análogo al de los números naturales 
en orden de magnitud creciente: los individuos pueden considerarse 
como posiciones en un sistema coordenado. En caso de que se quiera 
disponer de la aritmética de los números naturales en semejante sis- 
tema, son necesarios dos tipos diferentes de constantes predicativas pri- 
mitivas: el primero expresa propiedades de los números en cuanto 
tales; el segundo, propiedades de los números en tanto que posiciones. 
Por ejemplo, si “Prim” es una constante predicativa primitiva que repre- 
senta la propiedad de ser un número primo, “Prim 3” puede establecer 
que el número 3 es primo. Mientras que si Azul” es otra constante 
predicativa primitiva, “Azul 3” puede significar que la posición cuya 
coordenada es 3 es azul. La lógica subyacente a dicho lenguaje es en 
lo esencial igual a lo anterior, y los axiomas no lógicos que se requieren 
incluyen enunciados que estipulan el orden básico de los individuos 
(cuando éste no se obtiene directamente por una elección adecuada de 
la notación primitiva). 

Se presumirá que ciertas zonas de la teoría científica son formaliza- 
bles en cada uno de los lenguajes £,,, £. o £'. Los elementos primitivos 
deben elegirse de suerte que aseguren la definibilidad de los términos 
básicos y los conceptos de la ciencia estudiada. A pesar de la reducida 
estructura lógica subyacente, los sistemas lingúísticos de este tipo pue- 
den ser sorprendentemente ricos en modos de expresión. 


1 R. CARNAP, Logical Fundations of Proba pp. 52-70; y Meaning and Ne- 
cessity, p. 75 y pp. 78-81. 
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Los sistemas de Hilbert-Bernays y de Carnap que hemos mencionado 
son todos lenguajes de primer orden en sentido estricto, en los cuales 
se admite que el campo fundamental de individuos es, a lo sumo, 
infinito, pero numerable; cada uno de ellos pretende permitirnos for- 
malizar ciertas zonas de la ciencia. El sistema constructivo de Good- 
man 1 nos ofrece un interesante ejemplo de sistema lingilístico de pri- 
mer orden (también en sentido estricto) y filosófico: podemos describirle 
muy por encima como sigue. Siguiendo a C. 1. Lewis, se entiende por 
quale un carácter o cualidad presenciales, en tanto que opuestos a una pro- 
piedad o «universal lógico»?. Goodman entiende “quale” en un sentido am- 
plio, de suerte que incluya lugares y tiempos, pero no tamaños ni formas. 
Para Goodman, el campo fundamental de objetos se compone de qualia 
junto con entidades que tienen al menos un quale como parte: los indivi- 
duos básicos son, dicho de otro modo, qualia junto con sumas de ellos. La 
lógica de primer orden subyacente se complementa con un cálculo de 
individuos que se refiere a los conceptos de imbricación de individuos, 
relación parte-todo entre individuos, sumas y productos de éstos, et- 
cétera. Puede formalizarse este cálculo de forma que no presuponga 
otros conceptos lógicos que los de un lenguaje de primer orden; cabe 
tomar como constantes lógicas las anteriores (en rigor, la identidad 
no es necesaria como constante lógica primitiva, puesto que es defini- 
ble a base de los otros elementos primitivos). Las constantes predicativas 
primitivas incluyen cuatro símbolos de relación diádica, si bien Good- 
man hace ver que tres de ellos pueden ser sustituidos por uno solo; 
una especificación completa del sentido de estas constantes pri- 
mitivas requiere considerables explicaciones preliminares y aquí no 
es necesaria; solamente diremos que las constantes predicativas toman 
como argumentos qualia y sumas de éstos, y que Goodman sólo con- 
sidera de pasada el problema de dar axiomas no lógicos adecuados 
para caracterizar los conceptos que implican dichas constantes primi- 
tivas. Su sistema está, pues, sólo parcialmente formalizado; pero es 
verosímil que puedan darse axiomas compatibles de suficiente alcance 
deductivo para la teoría a que se refiere Goodman. 


Se han construido varios sistemas lingiiísticos (de interés funda- 
mentalmente filosófico o metodológico) que en su interpretación nor- 
mal no son de primer orden: por ejemplo, el L113 de Carnap, el siste- 
ma del Logische Aufbau der Welt del mismo autor, el sistema de Wood- 
ger de biología axiomática *, el de Hull-Fitch para la teoría del apren- 
dizaje de memoria *, etc. Sin embargo, prácticamente todos estos sis- 
temas permiten ser formulados de nuevo como sistemas de primer 
orden cuyos campos de individuos comprendan clases, relaciones, etcé- 
tera. En el capítulo VI trataremos los sistemas de este tipo. 


1 Véase N. GOooDMAN, The Structure of Appearance. 

2 Véase C. I. Lewis, Mind and the World Order (Scribner”s, New York, 1929), 
especialmente las pp. 60-1. 

3  R. CARNAP, The Logical Syntax of Language, pp. 83-151. 

% J. H. WoonDcERr, The Axiomatic Method in Biology, y The Technique of Theory 
Construction (International Encyclopedia of Unified Science, vol. TI, núm. 5; 1939). 

5 C, HuLz, F. B. FrircH, etc., op. cit. 
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Sintaxis de primer orden 


Formulemos ahora detalladamente un metalenguaje sintáctico de 
tipo muy restringido: será un lenguaje de primer orden en sentido es- 
tricto, cuyo campo fundamental se compondrá de las expresiones (sig- 
nos figuras) de L, siendo L el lenguaje objeto. Dentro de este estrecho 
metalenguaje de L podremos dar una descripción sintáctica completa 
de L, es decir, podemos definir los conceptos básicos de la sintaxis con 
relación a L. Una sintaxis de este tipo es llamada sintaxis de primer 


orden o elemental, por ser del tipo más elemental los conceptos y méto- 
dos utilizados. 


La sintaxis que vamos a desarrollar aquí es del tipo clásico, en el 
cual las expresiones de L están tomadas como signos figuras. Admitimos 
explícitamente una infinidad de expresiones de L ; aceptamos además que 
cada expresión primitiva de L existe en el sentido adecuado, y que, 
dadas dos expresiones de L de cualquier longitud, la expresión compues- 
ta por la primera seguida inmediatamente de la segunda es también 
una expresión de L; por fin, cada expresión es de longitud finita, pero 
la totalidad de las expresiones de L es infinita numerable. Este proce- 
dimiento concuerda con ciertos supuestos que se suelen admitir en 
geometría física, física y matemáticas, y es en ciertos aspectos el mé- 
todo más conveniente (véase el capítulo XIII acerca del finitismo, el 
infinitismo, el nominalismo y otros temas afines). 


Ya en el capítulo anterior hemos formulado L, de un modo algo 
tosco, dentro de un metalenguaje no formalizado. Algunos de los con- 
ceptos básicos de la sintaxis relativa a L están ya definidos allí de un 
modo no formal: por ejemplo, hemos definido por enumeración lo que 
se entiende por constante lógica primitiva de L; también lo que se 
entiende por axioma ha sido definido como cualquier expresión de tal 
y cual forma. La definición de “fórmula” es, sin embargo, de tipo recu- 
rrente, como también la de “teorema”. 


La finalidad de este capítulo es explicitar plenamente todas estas 
definiciones mediante su incorporación dentro de un sistema formaliza- 
do. Hemos de indicar con precisión los conceptos primitivos que se 
ar oia los supuestos que se hacen y los medios de deducción 
Ógica que se emplean. La necesidad de restringir dichos medios lógicos 
a los de un estrecho lenguaje de primer orden lleva aparejado el que 
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hayamos de abandonar algunos de los poderosos instrumentos que 
suelen emplearse en sintaxis. Por ejemplo, no podemos utilizar defini- 
ciones recurrentes, pues la teoría de la recurrencia requiere para su 
adecuada formalización conceptos y supuestos lógicos de gran alcance 
(véase (VII, E)). Las definiciones dadas por recurrencia de un modo no 
formal en el capítulo anterior no serán aquí formalizables, y hemos 
de buscar un medio distinto de definir “fórmula de L” y “teorema de LI” : 
uno de los principales problemas técnicos de este capítulo será la obten- 
ción de definiciones satisfactorias de estos conceptos; y emplearemos 
para ello una adaptación de los métodos de Chwistek, Tarski y Quine ?. 


Llamemos M al metalenguaje formalizado. El lenguaje objeto es 
cualquiera de los lenguajes L con inclusión de la identidad en sentido 
estricto o amplio. Para simplificar algo el desarrollo, admitiremos 
que L contiene al menos una constante predicado primitiva, pero 
ni funtores ni constantes individuales como elementos primitivos, siempre 
que no se especifique lo contrario (ello no implica limitaciones serias, 
como hemos visto en 11, F, y nos permitirá simplificar algunas defini- 
ciones). Pero M mismo es un lenguaje de primer orden del tipo tratado 
en el capítulo 11, y es, por tanto, otro ejemplo de L con inclusión de la 
identidad: se trata, sin embargo, de un lenguaje de primer orden en 
sentido estricto, cuyo campo fundamental de objetos es numerable. 
Por ser un metalenguaje sintáctico, hablamos en M exclusivamente 
de las expresiones lingúísticas de L; y contendrá como elementos pri- 
mitivos constantes individuales y un funtor. 


Procedamos inmediatamente a una formulación rigurosa de M. 
En el $ A presentaremos los elementos primitivos de M, y daremos en el 
S B las reglas que los gobiernan. En el 8 C se demostrarán algunos 
teoremas elementales de M. En el $ D se darán algunas definiciones sin- 
tácticas preliminares que conducirán a la definición de “Axioma de IL” 
enel SE y a la de “Teorema de E” en el $ F. Finalmente, en el $ G se da- 
rán algunos teoremas sintácticos ulteriores y en el $ H se definirán ciertos 
conceptos sintácticos suplementarios. 


A. ELEMENTOS PRIMITIVOS 


Los elementos lógicos primitivos del metalenguaje M serán los 
mismos que los de L en el capítulo 11. Utilicemos como variables del 
metalenguaje. 

“a”, b”, Os “d”, “e”, ta”, b”, Ad tal”, o os 
Este uso de primas o acentos nos capacita para formar cualquier nueva 
variable en caso de necesidad; ocasionalmente podemos también formar 
nuevas variables mediante subíndices numéricos. La *v” y la *-” ten- 
drán su significado habitual, y '=” y *%” serán utilizados como antes. 
Pero, además, M contendrá varias constantes individuales y un im- 


1 L. CHwisTEK, The Limits of Science (Kegan Paul, London, 1948), pp. 83-100 
y 162-91; y W. V. Quine, Mathematical Logic, pp. 291-305. También A. TARskKi, op. cit, 
pp. 291-303. 
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portante funtor (o constante funcional). Recordemos que los signos 
primitivos del lenguaje objeto L son 
4, a es %, —?, eS? ao, a”, Qi “p”, “p”, os pr 

Pues bien, ahora no es necesario considerar, por ejemplo, “x'”o*P”""”, como 
expresiones indivisibles: “x'” se compone de una *x” seguida de *”, etc., 
etcétera; podemos así pensar que los signos primitivos de L son nueve, 
tomando *” como primitivo. Para mayor claridad, al hablar del signo 
* (”, de £ será conveniente disponer de un signo peculiar de M ; hagamos 
que sea “pi” un nombre propio dentro de M, y consideremos —si nos 
parece bien— a pi como la clase de los signos sucesos de L que son 
paréntesis izquierdos. Análogamente, admitamos que 

“pd?” nombra a “)” (paréntesis derecho), 

uve”  nombraa' 


V, 
“tilde” nombra a*-”, 
“ud” nombra a “=” (signo de identidad), 
“epinv” nombra a “3” (épsilon invertido), 
“gis” nombraa'x” 
“pe” nombra a *P” 
y 
“ac nombra a * *”, (acento). 
“pi, “pd”, . . ., “ac” son, pues, constantes individuales primitivas de M, 


y cada una de ellas es el nombre de un símbolo primitivo correspondien- 


te de L. 


No introduciremos comillas en M: conseguiremos la claridad nece- 
saria y evitaremos la confusión que a veces resulta del uso de comillas, 
empleando sistemáticamente “uve”, “tilde”, etc. (Véase, sin embargo, 


(XII, F).) 


Además de estas nueve constantes individuales primitivas, es nece- 
sario en M un funtor que designe cierta operación o función. Sea *-” 
el símbolo de dicho funtor; los argumentos de esta función son los indi- 
viduos de M, y sus valores funcionales son igualmente los individuos 
de M. Puede llamarse encadenamiento a la operación o función que este 
funtor representa, y (ab) puede denominarse cadena de las expresiones 
a y b: dados a y b, la cadena (a,b) es la expresión compuesta por a 
seguida inmediatamente de b. Por ejemplo, (pinqisnpd) es simplemente 
la expresión “(x)” y (pirqisnpd-qisnidrqis) * es la expresión “(x) x = x”. 

a operación de encadenamiento es evidentemente esencial en M: 
sin ella nos sería imposible formar nombres de las expresiones de L 
que contengan más de un símbolo primitivo, y su uso nos permite 
explicitar la operación que implica siempre el escribir una letra de un 
lenguaje seguida inmediatamente de otra. Esta importante operación 
fue estudiada por primera vez por Gúdel y por Tarski. 

Cuando hablamos de una expresión a de L que va «seguida inmedia- 
tamente» de otra, estamos hablando, naturalmente, de un modo algo 
abstracto, pues a y b son signos figuras. Cuando se habla de un signo 
suceso seguido de otro —suponiendo que ambos sean visibles (o audibles, 


1 


Omitimos aquí algunos paréntesis interiores innecesarios: esto se justifica por 
T C2, que enunciaremos más adelante. 


6 
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o perceptibles de otro modo cualquiera)— puede darse un significado 
«concreto» muy determinado al encadenamiento. En tales circunstan- 
cias, la cadena de dos expresiones es el signo suceso compuesto por la 
primera seguida perceptiblemente de la segunda, aproximadamente 
como cuando el suceso o acaecer de una palabra en una línea impresa 
va seguido del de otra. Pero esta interpretación concreta no es admi- 
sible cuando los argumentos son signos figuras: éstas son en cierto modo 
entidades «abstractas», y el resultado de encadenar dos signos figuras es 
también un signo figura, que, por tanto, es abstracto en el mismo sentido 
que ellos. Naturalmente, puede exigirse que a cada signo figura corres- 
ponda al menos un signo suceso: podríamos decir que el signo suceso 
correspondiente es un miembro del signo figura dado. Por tanto, dado 
lo que significa decir que un signo suceso va seguido de otro, podemos 
explicar lo que significa una sucesión análoga de signos figuras: el 
signo figura (ab) se compondría únicamente de aquellos signos sucesos 
que a su vez se compusiesen de un miembro de a seguido de un miembro 
de b. Pero por el momento nos referimos únicamente a signos figuras: 
los signos sucesos no son en modo alguno valores para las variables de 
M, y no admitimos explícitamente que a cada signo figura corresponda 
un signo suceso; de ahí el carácter algo «abstracto» del significado de 


tn. (Cf. los capítulos XI y XII.) 


Debe subrayarse que M es un sistema lingúístico muy limitado: 
en él podemos hablar solamente del encadenamiento y de la identidad 
de expresiones de L. No disponemos de otros medios de expresión 
que los que permite la lógica de primer orden subyacente. 


La expresión usada en M para nombrar una expresión de LL corres- 
pondiente se llama descripción estructural de esta expresión. Obsérvese 
que el concepto de descripción estructural no es definible dentro de M:: 
sólo lo es en un metalenguaje en el que podamos hablar de los símbolos 
de M así como de los de L, es decir, en un metalenguaje comparativo 
de M y L. “pt es la descripción estructural de “(?, “pd” de *), etc.; y 
el resultado de escribir una constante individual primitiva de M se- 
guida de *-? seguida de una constante individual primitiva de M, ete., 
es la descripción estructural de la expresión correspondiente de L. Por 
repetir un ejemplo anterior, “(pinqisnpd-qisnidrqis) es la descripción 
estructural de *(x)x = x”. El proceso de dar la descripción estructural 
de una expresión de L es una especie de deletreo lógico. Se enumeran 
sucesivamente los símbolos primitivos que constituyen la expresión, 
de modo muy semejante a como se deletrea una palabra. 


Obsérvese que en M no es posible formar ninguna de las proposicio- 
nes de L : todo lo que podemos hacer en M es hablar acerca de las expre- 
siones de L; éstas pueden mencionarse en M, pero no usarse. Más 
estrictamente, incluso las constantes lógicas primitivas de L habrían 
de ser consideradas como símbolos distintos de las constantes lógicas 
primitivas correspondientes de M. Sin embargo, el papel de dichas 
constantes en M y L es tan semejante que parece conveniente emplear 
los mismos símbolos en ambos lenguajes. Puede pensarse que dentro 
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de M utilizamos y mencionamos a la vez, por ejemplo, *v”. La utiliza- 
mos para formar una disyunción dentro de M, como en 
“(pi = tilde .v. —pi = tilde)”, 
mientras que la mencionamos en 
“uve = tilde”. 

Por tanto, podría pensarse que en 

“(uve = tilde .v. —uve = tilde)” 
estamos a la vez utilizando y mencionando “v?. En rigor, sin embargo, 
*“uve” se toma solamente como la descripción estructural de la *v” de L. 


B. REGLAS 


Consideremos ahora la estructura axiomática de M. Los axiomas 
se dividen en dos grupos, el de los axiomas lógicos y el de los específi- 
camente sintácticos. 

Los Axiomas lógicos vienen dados por R1- R8 y Abst, como ante- 
riormente, siendo las reglas de deducción MP y Gen. 

Los Axiomas de sintaxis nos los proporcionan las tres reglas siguien- 
tes *: La primera establece que dos símbolos primitivos cualesquiera de 
L no son idénticos, es decir, que uve no es idéntico a tilde, ni a pi, ni a 
pd, etc. Si escribimos “a + b”, como es lo habitual, en lugar de *a = Pb”, 
esta primera regla, que es una Regla de diversidad se formula del modo 
siguiente: 

RSinl. + uve =+ tilde . uve + pi. uve + pd . uve + id. uve + epinv 
. UTE + quis . uve + ac . uve + pe . tilde + pi..... ac + pe. 

La segunda regla, otra regla de diversidad, establece que ningún 
símbolo primitivo de L es idéntico a ninguna cadena de expresiones de L. 

RStin2. + —(Ea) (Eb) uve = (anb) . —(Ea) (Eb)tilde = (anb) . ... . 
(Ea) (Eb)jac = (anb). 

La siguiente es una Regla de identidad, que establece en qué cir- 
cunstancias dos cadenas de expresiones de L deben considerarse idén- 
ticas: la cadena de a y b es idéntica a la de c y d, si y sólo si, o bien, (1) 
a es idéntico a c y b a d, o bien (ii) b es la cadena de un determinado 
e con d siendo c la cadena de a con dicho e, o bien (iii) a es la cadena de 
c con cierto e y d es la cadena de dicho e con b. 

RSin3. + (anb) = (cad) .=. ((a=c . b= d) .v. (Ee) (b = (end) . 
c == (ane)) .v. (Ee) (a = (cre) . d = (enb))). 

La cuarta y última regla que necesitamos es una regla sintáctica de 
deducción, una Regla de inducción infinita : nos dice que a partir de un 
conjunto infinito de fórmulas, cada miembro del cual establezca que 
determinada propiedad es atribuible a un símbolo dado (fijo) o a una 
cadena (fija) de símbolos de L, puede deducirse que dicha propiedad 
es atribuible a todas las expresiones. “F” representará cualquier abstracto 
monádico de M, como se ha explicado en el capítulo anterior; y enton- 


ces la regla puede leerse del modo siguiente: 

1 Debidas en lo esencial a Tarskiz véase Der Wahrheitsbegriff, p. 289 y p. 383. 
(Traducción inglesa de J. H. WoopGEr: Logic, Semantics, Metamathematics (Oxford 
University Press, Oxford, 1956).) 
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RSin4. Si cualquier fórmula resultante de la sustitución de “a” 


en “Fa” por una expresión descriptivo-estructural de M es un teorema, 
entonces F (b) Fb. 


Si una propiedad dada es atribuible a pi, pd, etc., a (pinpd), 
(pinqisnacrac), etc., etc. (agotando todas las posibles frases descriptivo- 
estructurales de M), entonces podemos concluir mediante esta regla que 
todas las expresiones de L tienen la propiedad dada. Obsérvese que es 
esencial aquí un número infinito de fórmulas en la hipótesis, una para 
cada expresión de L. Esta regla estipula, en efecto, que las expresiones 
de L que pueden nombrarse —es decir, que aquéllas para las cuales 
existen en M descripciones estructurales— agotan el número de expre- 
siones de L. 


Podría pensarse que la admisión en M de una regla semejante, que 
requiere infinitos elementos, constituye una transgresión de los estre- 
chos límites de primer orden que han sido establecidos para la sintaxis 
y la semántica. Pero no hemos prohibido en modo alguno este tipo de 
reglas, cuya admisión está plenamente de acuerdo con lo que enten- 
demos por sistema de primer orden numerable. Naturalmente, tales 
reglas pueden rechazarse si se desea; pero su admisión no sólo es muy 
conveniente, sino que la creemos esencial para la formulación de algu- 
nos metalenguajes semánticos ulteriores. (Sin embargo, como más 
tarde veremos, no será necesario admitirla en la semántica intraducente.) 
Aquí suponemos que el lenguaje objeto L no contiene esta regla. El 
concepto de demostración en un lenguaje M que comprenda dicha regla 
ha de ser algo más amplio que el que hemos esbozado de un modo 
no formalizado en el capítulo anterior, pues cualquier empleo de ella 
implica una infinidad de etapas en la demostración; por otra parte, las 
demostraciones suelen comprender un número finito de etapas, como ya 
hemos visto; y, sin embargo, el concepto de demostración en M quedará 


claro gracias a unos ejemplos. (Cf. (V,H); (1X,D), y (XIT1,E).) 


C. ALGUNAS PROPIEDADES ELEMENTALES DEL ENCADENAMIENTO 


Estudiaremos algunos teoremas muy elementales referentes al 
encadenamiento (se presuponen las diversas leyes acerca de las funcio- 
nes veritativas, los cuantificadores, la abstracción y la identidad, que 
han sido expuestas en el capítulo 11). 

Observamos primero que la cadena de dos expresiones cualesquiera 
extste. 

TCla. + (a) (b) (Ec)jc = (ab). 

Esto se demuestra directamente mediante R7. Asimismo, dada la teo- 
ría de la identidad, tenemos inmediatamente una ley de unicidad : 

TCIb. + (a) (b) (c) (d) (a = (bac) . d = (brc) :D: a = d). 
Empleando TCla podemos demostrar la ley asociativa. 

TC2. + (an (bac)) = ((anb).c). 

En efecto, por RSin3, sabemos que 
ke = (bc) . el = (anb) :D: (ane) = (eac). 
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A partir de lo cual podemos obtener TC2, en virtud de TCla (para 
abandonar la hipótesis) y de algunas leyes de identidad. 

Gracias a la Regla de inducción infinita, podemos demostrar —como 
se indica más abajo— otra ley de inducción, que establece que: si 
es un teorema que (i) todo signo primitivo de L tiene determinada 
propiedad, y que (ii) para dos expresiones cualesquiera a y b de L, 
si a y b tienen ambas dicha propiedad, entonces (a,b) la tiene también; 
entonces es también un teorema que toda expresión de £, cualquiera 
que sea, tiene aquella propiedad. Sea 

“SP a” la abreviatura de “(a = uve .v. a = tilde .v. a = pi .v. a = 
= pd .v.a=1d .v. a = epinv .V. 4 = pe .v.a =qis .v. a = ac). 
“SP a” puede leerse ía es un símbolo figura primitivo de L”. El nuevo 
principio inductivo es, pues, el siguiente: 

TC3a. SiF (a) (SP a .D. Fa) . (a) (b) (Fa . Fb :>: F(a-b)), en- 
tonces + (a) Fa. 

La demostración no es difícil. “Hip” representará 
“(a) (SP a . D. Fa) . (a) (b) (Fa . Eb : >: E(a,b)). 

Observamos primero que, por la teoría de la cuantificación, 

F Hip :D:F uve, 

F Hip :>: E tilde, 
etcétera. Pero también, 

F Hip :>:F (uve » uve), 

F Hip :>: E (uve A tilde), 
y así con todas las cadenas posibles. Podemos pues mostrar que sil 

F Hip, 

entonces cualquier proposición que ee forme remplazando “a” en *Fa” 
por una descripción estructural es un teorema. Pero si esto último es 
cierto sabemos, por RSin4, que entonces 


F (a) Fa. 
Luego si 

F Hip, 
entonces 

- (a) Fa. 


Ahora bien, esto es TC3a. (En el $ G, más adelante, demostraremos una 
regla de inducción de alcance algo mayor). 


Utilizando esta regla de inducción podemos mostrar que si una cade- 
na (a,b) es idéntica a una cadena (asc) entonces b es idéntico a c. 

TC3b. E (anb) = (anc) .D.b=c. 
la demostración correspondiente es inductiva con arreglo a TC3a. 
Veámosla: sabemos por RSin3 que 

FSP a. (anb) = (anc):D:b=c.v. (Ee) (b = (enc) . a = (ane)) .v. 
(Ee) (a = (are) . c = (enb)). 
Pero por RSin2 y varias leyes de identidad, 

ESP a .. —(Eeja = (are). 

De donde 


Pero tambi An a: A 
E(Dlo(anb) = (270) -D.b=0) . (Blo((da0) = (dae) .D.b=0) 
:D: (blo ((and)ab) = ((and)ac) 0. b= 0), 
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si empleamos T'C2 y varias leyes de identidad; y de aquí se obtiene 
TC3b por TC3a. 

RSin2 nos dice que ninguno de los símbolos primitivos de L es una 
cadena. Claro es que algunas expresiones de L son evidentemente cade- 
nas, pero ninguna expresión a es una cadena de a con algo o de algo 
con a. 


TC4a. ba + (arb). 
T CAD. ba = (bra). 


eE A son inductivas. Por RSin2 y varias leyes de iden- 
tidad, | 
(1) FSP a .>. (cja + (arc). 
Pero también tenemos que 
(2) E (cja += (anc) . (c)b + (bac) :D: (c) (anb) += ((anb)ac). 
En efecto, observamos que por RSin3, 
E (anb) = ((anb)ac) :D: (a = (anb) . b= Cc) .v. (Ee) (b = (enc) 
. (anb) = (ane)) .v. (Ee) (a = ((anbjre) . c = (enb)). 
Pero llegamos a 
Fa = (anb) . b=c:D:a = (ano), 
FEb= (enc) . (anb) = (are) : 5: b= (bac), 
utilizando T'C3b, y luego a 
ka = ((a-b)-e) a (a, b) = (((a-b)-e)-b), 
de donde, empleando T'C2 dos veces y T'C3b, 
Ea = ((anbjac) . c = (enb) :5: b = (bnac). 
A partir de lo cual obtenemos fácilmente (2). Empleando (1) y (2) 
obtenemos TC4a en virtud de TC3a. 
La demostración de T'C4b es análoga. Por TC4a o T'C4b tenemos 
inmediatamente que 
TC4c. ta = (ana). 
El encadenamiento no es conmutativo: 
TC5. E <(a)(H)arb) = (bra). 
Esto se ve rápidamente si observamos que, por RStinl, 
E = pt = pd. 
De donde, por RSin3 y RSin2, 
E -= (pin pd) = (pda pt). 


- (Ea)(Eb)-(arb) = (bra), 
de lo cual obtenemos T'C5. 


Una expresión de L es cualquier símbolo primitivo de L o cualquier 
cadena: 

“Exp a” abrevia “(SPa .v. (Eb)(Ec) a = (bnc)). 
Una de las principales ventajas de la regla de inducción T'C3a es la de 
permitirnos demostrar que todos los objetos que son valores para 
las variables de M son expresiones de L, 


TC6. E (a) Exp. a, 


Luego, 
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Obsérvese que 
FSP a .D. Exp. a, 
y que 
FExpb. Expc. a = (bsc) :D: Exp a. 
De aquí llegamos a T'C6, por T'C3a. 
Asimismo, en virtud de SinR2, TC6 y las definiciones, 


TC7. + SP a .=. (Eb) (Ecja = (brc). 


D. ALGUNAS DEFINICIONES PRELIMINARES 


Definiremos ahora varios conceptos sintácticos básicos (con rela- 
ción a L) dentro de M 1, 


Se dice que una expresión a de L inicia una expresión b, si b se 
compone de a encadenada a una determinada c. Más útil que ésta es la 
relación de iniciar o ser idéntico a; sea “Ini” el símbolo de esta relación; 
su definición es entonces la siguiente: 

“a Ini b” abrevia “((Ec)b = (anc) .v. a = by ?2. 
Por ejemplo, *(x)x” inicia la expresión *(x)x = x? en el sentido de esta 
definición. De modo análogo se define la relación de acabar o ser idén- 
tico a. 

“a Acab b* abrevia *“((Ec)b = (cra) .v. a = b). 
Por ejemplo, *=x” acaba “(x)x = x”. 

A base de “Ini” y “Acab” puede definirse el concepto de segmento o 

parte consecutiva de; 

“a Seg b” abrevia “(Ec)j(a Acab c . e Ini b)”. 
a es un segmento o parte consecutiva de b si y sólo si a acaba cierto c, 
el cual inicia b. La expresión *v Px”, por ejemplo, es parte consecutiva 
de la fórmula “(x)(—Px v Pax”). Obsérvese que esta definición no incluye 
ni permite segmentos desconectados o sueltos de una expresión. 

Una expresión a es una sarta de acentos si se compone de ac encadena- 
do a sí mismo cualquier número finito de veces. Naturalmente, no puede 
definirse así una sarta de acentos en M sin una previa definición de 
“número finito de veces”. Pero puede decirse que a es una sarta de 
acentos si y sólo si todos los símbolos primitivos contenidos en a son ac. 

“SartaAc a” abrevia *(b) (SPb . b Seg a :5: b = ac). 

Toda expresión de L del tipo de * '”” . . .” es una SartaAc en este sen- 
tido. 


Una expresión a de L es una variable si y sólo si a es qis o se compone 
de qis seguido de uno o más acentos. 


“Vbl a” abrevia “(a = qis .v. (Eb) (SartaAc b . a = (qisnb))). 


Se ha estipulado anteriormente que se tomarían como variables de L 


1 Estas definiciones son en su mayoría adaptaciones de las de Quine, op. cit., 
pp. 295-305. 

2 Esta definición debe tomarse en el sentido de que, en lugar de “a* y *b”, pueden 
ponerse variables cualesquiera de M, escogiendo como variable *c” cualquier variable 
distinta de “a” y *b”. Deben aplicarse observaciones análogas a las definiciones dadas 
en el apartado anterior y en todo el resto. Las definiciones que contienen variables 
de L tendrán en adelante el yalor de lo que a veces se llaman esquemas de definiciones, 
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1, x”, Ex”, etc., pues bien, ello se hizo simplemente para facilitar aquí 


la definición de “Vb”: si admitiésemos también en L variables como 
ty, “2, etc., la definición sería forzosamente más complicada. 

De un modo análogo puede definirse el concepto de constante predica- 
tiva primitiva: una expresión a puede ser llamada así si y sólo si es o 
bien pe o bien pe seguida de una sarta de acentos. No necesitamos, 
sin embargo, una definición tan general, puesto que en L hay tan 
sólo un número finito y especificado de constantes predicativas primitivas, 
y cada una de ellas de un grado especificado. Supongamos que tenemos 
sólo cinco constantes predicativas primitivas, como en (11,A), y que *P” 
es de grado 1, *P”” de grado 2, . . ., *P””” de grado 5. 

En este caso necesitamos sólo la siguiente definición, más restringida: 

“ConsPredPrim a” abrevia “(a = pe .v. a = (penac) .v. a = (pen 
Aacrac) .v. a = (penacracrac) .v. a = (penacnacraciac))”. 

Podemos definir ahora el concepto de fórmula atómica de L como una 
fórmula compuesta por “=” con variables en ambos lados, o por una 
constante predicativa primitiva de grado n (1 < n < 5) seguida de n 
variables. 

“FmlaAt” abrevia “(Eb(Ec(Ed)lEe|(EaMVbl b . Vbl c . Vbl d 

. Vble . Vbl a' :a = (bridsc) .v. a = (penb) .v. a = (penachb,c) 
.v. a = (penacnacrhbrcrd) .v. a = (penacraciacibrendre) .v. 
a = (penacrnacracracibrcadrena'))”. 
La definición de “FmlaAt” para un L que contuviese más (o menos) de 
cinco constantes predicado primitivas sería análoga. (Recuérdese que 
L no contiene constantes individuales ni funcionales; en caso de que 
esto sucediese habría que tenerlo en cuenta en esta definición: véase 
(X,A).) 

Antes de definir el concepto de fórmula en general, necesitamos otras 
definiciones preliminares. 

Queremos definir primero lo que significa decir que una expresión 
a es el resultado de cuantificar b universalmente, o que a se obtiene 
a partir de b prefijando a b un cuantificador universal. Decir esto es 
sencillamente decir que existe una variable c tal que a se compone de 
las siguientes expresiones, por orden: paréntesis izquierdo, c, parénte- 
sis derecho, b. 

“a Gen b” abrevia (Ecji(Vblc . a = (pincrpdab)). 
El lado izquierdo de esta definición puede leerse “a es una generalización 
de b”. Adviértase que aquí b puede ser cualquier expresión de L, y no 
sólo una fórmula, aunque en todos los casos importantes en que esta 
definición se utiliza b sea de hecho una fórmula. | 

El concepto entrañado en “a Gen b* corresponde en cierto modo a la 
Regla de generalización tal como ha sido expuesta sin formalizar en el 
capítulo anterior. Cuando a y b son fórmulas, “a Gen b” significa que a 
puede obtenerse a partir de b por medio de Gen. La definición siguiente 
es la de un concepto que corresponde de un modo semejate a la Regla 
del Modus Ponens. | 

“a MP b, c abrevia “(c = (pirtildenbruvenanpd) .v. b = (pin 
tilde ncnuvenanpd))”. 

Decir “a MP b, c” supone fundamentalmente —en caso de que a, 
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b, y c sean fórmulas— decir que a puede obtenerse a partir de b y c por 
medio de la regla MP. Claro que “MP” se define aquí para todas las 
expresiones a, b y c como argumentos, aunque la definición sólo será 
útil cuando a, b y c sean fórmulas. 


Una expresión a es una consecuencia inmediata de b y c, si y sólo si 
a puede obtenerse a partir de b y c por medio de MP o a partir de b 
por medio de Gen. 
“a CI b, c* abrevia (a MP b, c .v. a Gen b) 


Una expresión a puede obtenerse a partir de b por abstracción si y 
sólo si existen unas variables c y d tales que a es (crepinva bad). 


“a Abst b” abrevia “((Ec) (Ed) (Vbl c . Vbl d . a = (crepinvrbrd)). 
Como tendremos frecuente ocasión de hablar de cadenas tales como 
(pinanuvernbr pd), (tildera), (pintildenanuvenbrpd), etc., nos serán 
útiles las siguientes definiciones. 
“(a uve b)” abrevia “(pinanuvenbr pd)”, 
“telde a* abrevia “(tilde a)”, 
y 
“(a dscd b)” abrevia “(tilde a uve b)”. 
Esta última definición introduce 'dscd” como descripción estructural de 
la expresión de L compuesta por a seguida de *>” seguido de b (estando 
el conjunto de tal expresión entre paréntesis); pero esta expresión es 
simplemente una abreviatura de (pintildenanuvenbrpd) (cf. D1 de 
(11, A)). Análogamente, hagamos que 
“(a punto b)” abrevie “tilde (tilde a uve tilde by”, 
y 
“(a triguión b)” abrevie “((a dscd b) punto (b dscd a))”. 
(Cf. D2 y D3 de (IL, A).) Establecemos también que 
“a cu b” abrevia *(pinarpdrb), 
y 
“a cuextis b” abrevia “(tilde a cu tilde b)”. 
Estas dos definiciones introducen notaciones para la cuantificación 
universal y existencial respectivamente, en un contexto en el que a 
y b satisfagan las condiciones necesarias. 


Empleamos “uve” en vez de *Uve” con el fin de recordar que “(a uve by” 
es un término de M, no una fórmula, lo mismo que “tilde”, “punto”, etc. 
Empleamos siempre mayúsculas para los símbolos de predicados y, por 
tanto, si escribiésemos “(a Uve b) podríamos confundirlo con una 


fórmula de M. 


Definiremos lo que se entiende por fórmula por el método de Quine 
de los ingredientes enmarcados. Recordemos que, intuitivamente ha- 
blando, una fórmula es una expresión que puede obtenerse a partir de 
fórmulas atómicas mediante un número finito de aplicaciones de la 
negación, la disyunción, la cuantificación o la abstracción. Dada cual- 
quier fórmula, se podría, por tanto, separar de ella como partes las fór- 
mulas de que se compone: por ejemplo, hablando sin formalización, de una 
disyunción “(A y B)” pueden separarse A y B, de una negación '-A'” 
puede separarse A, y también A de una cuantificación “(x) A”; a partir 
de cualquier fórmula podría seguirse este proceso hasta obtener como 
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últimos componentes fórmulas atómicas. Por ejemplo, consideremos la 


fórmula 
(x)(A, v Ag) > ((N(B, v —B,) . (Ey)(A, > B)), 

en que A,, Aj, B, y B, son fórmulas atómicas y x e y, variables. Escrita 

or completo en la notación primitiva, se transforma en 
(1) (NA y Ay y (MB) y —B) y —(y) (“As v Ba)”. 
El miembro izquierdo de esta disyunción puede descomponerse suce- 
sivamente en 
(a) “Ax)(A, v Ay”, (R)(A, v Ay”, (A, v Aj)”, Aj, Aj. 
Análogamente, el miembro derecho de (1) puede descomponerse suce- 
sivamente en 


(0) AN(B, v BB) y — Ay) AA, y Bo), “y)(B, y 0 


y YAÁZA, y By, MB, y BY, yA, v By 
EY BY ra, y BJ, B, y —B,, ACA, y By) 
1> -B?, A, y 2), Ba, “A, v B,, 1» Bo, 


Podríamos ahora formar la siguiente A nccnión de fórmulas a partir de la 
lista (a), 

(2) Ap Ay (Ay v Ay, “IA, Y AY, (RA, Y Ay), 

y Otra serie semejante para el miembro derecho de la disyunción, a 
partir de la lista (b), 

(3) B,, B,, A,, *—B,,, “(B, vB)”, “Ay”, (A, Y B)”, ... 
Formemos ahora la sucesión compuesta por los miembros de la (2) 
seguidos de los de la (3) evitando repeticiones, y añadamos finalmente 
la fórmula (1) como último miembro; llamemos (4) a la sucesión o serie 
obtenida. 


Parece evidente que podemos considerar una fórmula como el tipo de 
expresión que puede construirse de este modo a partir de miembros 
anteriores de una sucesión del tipo (4) por medio de la cuantificación, la 
abstracción, la disyunción y la negación. Podríamos intentar reflejar 
esta idea en una definición formal: no tendríamos problemas si hubiése- 
mos definido previamente “sucesión” y “anterior”; pero las sucesiones se 
consideran generalmente como relaciones multiformes cuyos codominios 
se componen de los números naturales?. Podríamos, pues, definir la 
anterioridad como la relación «ser menor que» entre números; pero no 
disponemos de estos conceptos, porque M carece tanto de variables de 
relación como de variables numéricas; tendríamos que emplear, en vez 
de sucesiones, largas expresiones formadas encadenando por orden 
las expresiones que de otro modo serían miembros de la sucesión: en 
lugar de la serie (4) tendríamos una expresión consistente en A,, encade- 
nado a A, encadenado a “(A, v Aj)” ... encadenados, finalmente, a (1). 
La principal dificultad que entraña el tomar tales expresiones en lu- 
gar de sucesiones es que no permite hablar de las partes de una expresión 
de esta clase del mismo modo en que hablamos de los miembros de una 


1 Recordemos que aquellos objetos que están en una relación diádica R dada con 
algún objeto constituyen el dominio de esta relación y aquellos objetos para los 
cuales algo es el soporte de R constituyen su codominio. (También, que un objeto 
que está en el dominio o el codominio de R está en el campo de R.) Y una relación 
diádica R es una relación multiforme si y sólo si para todo x, y, y z de su campo, si x 
es soporte de R para z y también y lo es para z entonces x e y son idénticos, 


Sintaxis de primer orden A A 91 


sucesión: por ejemplo, A, encadenado a A, sería una parte de la expresión 
larga, pero no correspondería a ningún miembro de la serie (4). En con- 
secuencia, hemos de buscar un método que nos permita hablar de los 
miembros de las expresiones largas y no meramente de partes, indis- 
criminadamente. Este método consistirá en enmarcar los elementos de 
la expresión a ambos lados con ciertos símbolos que no puedan tener 
significado propio dentro de ningún elemento; cada constituyente 
sería así un ingrediente enmarcado o constituyente enmarcado de la 
expresión larga; y para enmarcar podemos emplear cualquier expre- 
sión arbitraria que no sea de ningún otro modo parte de una fórmula, 
por ejemplo, “( )”, es decir, (pinpd). Ahora reflejaremos el método des- 
crito en unas definiciones formales. 

Se dice que una expresión a es un ¿ingrediente enmarcado de b si y 
sólo si el resultado de enmarcar a a uno y otro lado por medio de “( )” 
es una parte consecutiva de b, y * ()' no es por sí mismo una parte con- 
secutiva de a. 


“a IngEnmb” abrevia “((pinpdraspinpd) Seg b. —(pinpd) Seg a)” 


cuando (pin pd) no aparece en a”, b', . . .,c”, y b es 
(pinpdra'npinpdrb'npinpda . . . npinpdac'-pirnpd), 
siendo cada una de las expresiones a', b' . . ., c” un ingrediente enmar- 


cado de b. Adviértase que cualesquiera otros símbolos de L que no 
pudiesen aparecer significativamente dentro de una fórmula podrían 
utilizarse, igualmente, en lugar de (pispd). 

Una relación de anterioridad es definible del modo siguiente: 

“a Ant, c' abrevia “(Ed)(d Ini b . a IngEnmd . c IngEnmb . —cIng- 
Enmd). 
Una expresión a es anterior a c en b si y sólo si existe una expresión 
d que inicia b y de la cual a es un ingrediente enmarcado, y c es un 
ingrediente enmarcado de b pero no de d. El concepto de anterioridad que 
esto implica parece intuitivamente lo bastante claro. 


Podemos ahora definir una fórmula como un ingrediente enmarcado 
de cierta expresión b, cada ingrediente enmarcado de la cual es, o bien 
una fórmula atómica, o la negación de un ingrediente enmarcado 
anterior de b, o bien la disyunción de dos ingredientes anteriores de 
b, o es el resultado de cuantificar universalmente una fórmula anterior 
de b, o bien se obtiene a partir de una fórmula anterior por abstracción. 

“Fmla a” abrevia (Eb) (a IngEnm b . (c) (c IngEnm b :>: FmlaAt c 
.V. (Ed) (Eej(d Ant, c . e Ant, c : c = (tilde d) .v. c = (d uve e) .v. c 
Gen d .v. c Abst d))). 

Esta definición de fórmula de L dentro de M logra su finalidad con toda 
la generalidad necesaria. 

Obsérvese que logramos, gracias a los ingredientes enmarcados, el 
efecto de una definición recurrente: leyendo de izquierda a derecha, 
los primeros ingredientes de b son las fórmulas atómicas, a las que 
siguen las fórmulas moleculares más sencillas, y así va creciendo progre- 
sivamente la complejidad de las fórmulas. De este modo podremos 
definir más adelante conceptos que son, asimismo, definibles por recu- 
rrencia (véase (VI1,E)). Adviértase también que esta definición hace 
más preciso el concepto de fórmula esbozado de un modo no formal en 
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I1,A, donde, sin embargo, se admite que L contiene quizá una o más 
constantes individuales o funcionales. 

Las fórmulas aquí definidas comprenden a la vez las proposiciones y 
las funciones proposicionales propiamente dichas. A fin de diferenciarlas 
hemos de definir el concepto de aparición libre de una variable en una 
expresión dada. Hasta ahora no ha sido necesario distinguir entre una 
expresión y una aparición de una expresión; pero para hablar de varia- 
bles libres esta distinción es esencial. La primera aparición de “x” es 
libre en 
(5) (Px v (x)Px), 
por ejemplo, mientras que la segunda y la tercera son ligadas. ¿Cómo 
podemos distinguir entre diferentes apariciones de una misma variable 
dentro de un contexto dado? Un modo de explicar las apariciones es 
a base de los segmentos que inician: digamos (sujetos a una ulterior 
modificación) que a es una aparición de una expresión b en c si y sólo 
si a inicia c y b acaba a. Este procedimiento puede parecer prima facie 
algo artificial; pero nos capacita para distinguir diferentes apariciones 
del mismo símbolo o expresión, y esto es en rigor lo preciso: en (5), 
*(Px” es la primera aparición de la variable x, *Px v(x” es la segunda y 
“Px v(x)Pax” es la tercera. La definición del concepto de aparición es la 
siguiente. 

“a Apar, b” abrevia “(a Ini c . b Acaba . —(anac) Ini c)”. 

La cláusula que hemos añadido *—(anac)” es útil aquí para evitar que las 
apariciones de segmentos iniciales de variables o de constantes predi- 
cativas primitivas se consideren apariciones de variables o de constantes 
predicativas primitivas respectivamente: parecería antinatural considerar 
que la variable *x”, por ejemplo, tiene una aparición dentro de 

(6) “Px”” 

Y, sin embargo, sin la cláusula añadida, “Px” sería una aparición de la 
variable 'x'”” en (6). (Véase más adelante, al final del $ E, otro posible 
método que no emplea el concepto de aparición). 

Podemos también querer decir que a aparece en b. Esto equivale a 
decir simplemente que existe una c que es una aparición de a en b. 

“a Apar b* abrevia “(Ec)c Apar, a”. 

Decir que una aparición de una variable a en b es una aparición 
ligada de dicha variable en b, como ya hemos visto en el capítulo II 
($$ A y D), es decir que dicha aparición es una parte de b de la forma 
(a cu e) o (anepinvre), siendo e una fórmula. Más exactamente, dentro 
de M podemos decir que una aparición a de una variable b en c es una 
aparición ligada de b en c si y sólo si existe una expresión a” que es 
una fórmula, y: o bien existen una b' y una c' tales que a es (b"Ab) y, (i) 
(b'5c”) es una aparición de (b cu a”) en c y (b cu a”) no acaba c”, o (ii) (b'ce”) 
es una aparición de (brepinvra”) en e y (brepinvra”) no acaba c”; o 
bien (anepinv,a”) es un segmento de c. 

“a Apar, Lg b' abrevia “(Vbl b . a Apar, b . (Ea”) (Fmla a”: (Eb”) 
(Ec”) (a = (bd'nb) : (b'-c”) Apar, (b cu a”) . —(b cu a”) Acab c') .v. 
((0'-c”) Apar, (brepinuna”) . —(brepinvura') Acab c')) .v. (anepinv,a”) 
Seg c))'. No es difícil comprobar que esta definición es intuitivamente 
adecuada, | 
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Decir que una aparición c de una variable a en b es una aparición 
libre es decir que no es ligada. 

“c Apar, Lb a” abrevia *(c Apar, a . Vbla . =c Apar, Lg a)”. 

Ocasionalmente puede interesarnos decir que una variable a es una 
variable libre de b sin especificar la aparición. 

“a VLb b” abrevia *(Ec)c Apar, Lb a”. 

Ahora son definibles los conceptos de función proposicional propia- 
mente dicha y de proposición *. Se dice que una expresión a es una 
función proposicional estricta (o fórmula abierta de L) si es una fórmula 
y contiene al menos una variable libre. 

*“FunPropEst a” abrevia ((Fmla a . (Eb)b VLb a)”. 
Y una expresión a es una proposición (o fórmula cerrada) si es una 
fórmula y no contiene variables libres. 

“Prop a” abrevia “(Fmla a . —(Eb)b VLb a)”. 

Más adelante, en el $ G, daremos algunos teoremas elementales refe- 
rentes a estos diversos conceptos. 


E. “AxIOMA DE Ll? 


Podemos ahora definir rigurosamente dentro de M lo que se entiende 
por axioma de L. 

Los axiomas de L que hemos estipulado (de un modo no formalizado) 
en el capítulo anterior mediante R1 son expresiones de la forma 

(Av A) > A”. 

Luego podemos establecer que 

“AxFVl1 a” abrevia (Eb) (Fmla b . a = ((b uve b)dscd b)). 
Una expresión a de L es un axioma de funciones veritativas del tipo 

primero si y sólo si existe una fórmula b tal que a sea la expresión 

(( uve bidscd b). 

Análogamente, 

el a” abrevia “((Eb)l(Ecil(Fmla b . Fmla c . a = (b dscd (b 
uve C 

“AxFV3 a” abrevia “((Eb)(Ec)(Fmla b . Fmla c . a = ((b uve c) dscd 
(c uve b))”, 


“AxFV4 a abrevia “(Ebl(Ec)l(Ed)(Fmla b . Fmla c . Fmla d . 
a = ((b dscd cidscd((d uve bidscd(d uve c)))). 

La correspondencia entre estas tres definiciones y las reglas R2, 
R3 y R4, respectivamente, es análoga a la correspondencia existente 
entre R] y la definición de *AxFV1 o”. 

Recordemos ahora que R5 establece, cuando L no contiene más que 
variables como términos primitivos, que 

F (A > B, 
si B difiere de A tan sólo por contener apariciones libres de cierta va- 
riable y dondequiera que haya apariciones libres de la variable x en A. 
Con el fin de definir lo que se entiende por axioma de cuantificación 


1 Téngase en cuenta nuestra nota del capítulo 1, $ F (MN. de los T.). 
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de este tipo, necesitamos una definición rigurosa de la frase “B difiere 
de A sólo (etc.)?. En vez de definirla directamente vamos a hacerlo 
en tres etapas del modo siguiente: 

Estableceremos primero que “a SLbl¿d” simbolice que « difiere de d 
sólo por contener una aparición libre de b en lugar de una sola apari- 
ción libre de c en d (la *S” y la *Lb” sirven para sugerir “substitución” 
y libre”): se obtiene a sustituyendo b en lugar de una aparición libre de 
c en d (siempre que la aparición de b resultante sea libre en a). Esto 
puede definirse exigiendo que existan expresiones a' y b' tales que 
a' sea una aparición libre de c en d, b' sea una aparición libre de b en a, 
que para todo e, a' sea (enc) si y sólo si b' es (eb), y que para todo e, 
d sea (a'e) si y sólo si a es (b'ne). 

“a SLbl¿d” abrevia *“(Ea)(Eb”%(a* Aparlb, c . b' AparLb, b . (e) 
(a? = (enc) .=. b' = (enb)) . (e) (d = (are) .=. a = (b'ne))). 
Puede verse en un ejemplo que esta definición nos proporciona lo que 
deseamos: en efecto, si a es 

“(Px” v (x)Px)” 
y d es 
“(Px v (x)Px)”, 
(en que c es “x? y b es “x'”) entonces se cumple “a SLb1; d”. 

Esta definición puede extenderse a los casos en que haya 0 o más de 
una apariciones libres de c en d, del modo siguiente. 

“a SLb? d” abrevia “(Ee) (a IngEnm e . (a”) (a' IngFnm e :: a” = 

d. y. (Eb)(b' Ant, a* . a' SLb1; b>)). 
“a SLb?! d” se da, pues, siempre que exista una expresión e de la cual a 
sea un ingrediente enmarcado y tal que para cada ingrediente enmarca- 
do a' de e, o bien a' sea d o bien exista un ingrediente anterior b' de e 
tal que a” SLb1; P”. 

Ahora es fácil definir la idea de que a difiere de d sólo en que con- 
tiene apariciones libres de b dondequiera que haya apariciones libres 
de c en d. 

“a SLb/ d” abrevia (a SLb?%d:c VLba .. b= 0). 
“a SLb? d? se cumple sólo cuando se cumple también “a SLb?; d”, 
siempre que no se dejen en a apariciones libres de c (salvo, natural- 
mente, cuando b y c sean la misma variable). 

Podemos ahora dar la definición de lo que se entiende por axioma de 
cuantificación según lo estipulado por R5 o R6. Una expresión a es un 
axioma cuantificacional del primer tipo si y sólo si existen una fórmula 
e y unas expresiones b, c y d tales que b SLb; e y que a sea (d cu e dscd b). 

*“AxCuantl a” abrevia (Ebl(Ec(Ed)|Ee)l(Emla e . bSLb¿e . a = 
(d cu e dscd b))”. 


Análogamente, 


*AxCuant2 a” abrevia “(Eb)l(Ecl(Ed)|(Vbl b . Fmla c . Fmlad. —b 
VLb c . a = (b cu (c uve d) dscd (c uve b cu d)))”. 

También puede definirse fácilmente lo que es un axioma de identidad: 
ser un axioma de identidad estipulado por R7 consiste en ser de la for- 
ma (anida) siendo a una variable. 


“AxIdl a? abrevia “(EbI(Vbl b . a = (bridab)). 
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Puede definirse lo que es un axioma de identidad estipulado por R8 del 
siguiente modo: 

“AxId2 a” abrevia (Eb)l(Ec((EdN(Ee)l(Fmla e . Vbl b. Vblc . Vhbl 
d . a = (brida c dscd (drepinvnenb dscd depinvnenc))). 


Puesto que hemos incluido los Axiomas de abstracción entre los 


axiomas lógicos de L, tenemos que definir también lo que es un axioma 
de este tipo. 


“AxAbst a abrevia “(Eb) (Ec) (Ed) (Ee) (Fmla e . d SLb?, e . —b 
VIbe.a= (brepinundac triguión e)). 

F inalmente, una expresión u es un axtoma lógico de L si y sólo si es un 
axioma de uno de los nueve tipos definidos. 


“AxLog a” abrevia (AxFVl a .v. AxFV2a .v. AxFV3 a .v. AxFV4 


a .v. AxCuantl a .v. AxCuant2 a .v. AxIldl a .v. AxlId2 a .v. 
AxAbst a)”. 


Llamamos específicamente a estos axiomas los axiomas lógicos; en 
efecto, como ya lo hemos observado, a éstos añadiremos generalmente 
otros axiomas que caractericen las propiedades o relaciones (de L) 
P, P”, etc. Al final del capítulo anterior hemos dado algunos axiomas no 
lógicos para varios L, que no consideraremos ahora con más detalle; 
pero de lo que acabamos de ver se desprende claramente el método que 
hay que seguir para definir rigurosamente en M lo que es un axioma 
descriptivo o no lógico de L. *AxDes a” expresará que a es un axioma 
de este tipo, y ser un axioma de L consistirá, pues, en ser un axioma 
descriptivo o lógico de L. 

“Ax a” abrevia (AxLog a .v. AxDes a)”. 


Más tarde, en el capítulo VI, estudiaremos los axiomas no lógicos de 
ciertos tipos particularmente importantes de lenguajes objeto. 


F. “TEOREMA DE LI? 


Un teorema es la clase de fórmula que se obtiene usando las reglas del 
Modus Ponens y de generalización un número finito de veces a partir 
de los axiomas, y un teorema lógico es un teorema obtenido de este 
modo a partir de los axiomas lógicos. A partir de los ingredientes 
enmarcados puede decirse que una expresión a es un teorema lógico 
de L si y sólo si es un ingrediente enmarcado de una expresión b, cada 
ingrediente enmarcado de la cual es, o bien un axioma lógico o bien una 
consecuencia inmediata de ingredientes enmarcados anteriores de b. 


“TeorLog b” abrevia (Eb)(a IngEnm b . (c) (c IngEnm b:>: AxLog c 
.V. (Ed)(Ee) (d Ant, c . e Ant, e . e Cl d, e)))”. 
Análogamente, decir que a es un teorema (simbolizado por *Teor a”) es 
definible remplazando *AxLog c” en este definiens por “Ax ce”. 


El concepto de teorema es uno de los más importantes de la sintaxis 
(elemental): cualquier otra idea sintáctica necesaria puede definirse 
a base de este concepto. En el lenguaje M, tan restringido, tenemos, 
pues, una base adecuada para la sintaxis de L, | 
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También puede ser conveniente en algún momento hablar de un 

teorema descriptivo, definido del siguiente modo: 
“TeorDes a” abrevia “(Teor a . —TeorLog a)”. 

Definiremos ahora dos o tres conceptos que han de ser útiles en lo 
sucesivo. 

Se dice que una expresión a es una función proposicional de (a lo 
sumo) una variable b si y sólo si a es una fórmula y cada variable libre 
de a es la misma que b, pudiendo b ser o no una variable libre de a. 

*“FuncPropUna a, b” abrevia *“(Fmla a . Vbl b . (c) (c VIb a .5. 
c= b)). 

De un modo análogo puede decirse que a es una función proposicional 
de (a lo sumo) dos variables b y c. 

“FuncPropDos a, b, c” abrevia “(Fmla a . Vblb . Vblce. -b=c 
(d)(d VLIb .a: D:d=b.v. d = c)). 

Ya ha sido definido lo que se entiende por constante predicativa pri- 
mitiva. Definiremos ahora un concepto ligado a éste, el de constante 
predicativa monádica : las constantes predicativas monádicas incluyen la 
constante predicativa primitiva *P” y además aquellos abstractos (moná- 
dicos) que no contienen variables libres (cualquier abstracto de este 
tipo expresa una propiedad, y por ello puede ser adecuadamente consi- 
derado como constante predicativa (monádica), cosa que ya hemos obser- 
vado en (11, D)). 

“ConsPred a” abrevia “(a = pe .v. (EbYl(Ec) (FuncPropUna c, b. 
a = (brepinunc)))”. 

(El empleo de *constante” para designar abstractos que no contienen 
variables libres es algo desusado, pero nos va a ser de utilidad a cada 
momento.) 


Una proposición universal atómica de L es cualquier proposición de la 
forma “(x) A” donde A no contenga más variable libre que x, como ya 
hemos indicado en (11, G). 

“PropUnivAt a” abrevia “(Eb)(Ec](FuncPropUna c, b . a = (b cu 
c)). Una proposición universal es, pues, toda expresión que se pueda 
obtener a partir de proposiciones universales atómicas mediante un 
número finito de aplicaciones de la negación y la disyunción. Luego 
este concepto puede definirse por el método de los ingredientes enmar- 
cados. 

“PropUniv a” abrevia “(Eb)(a IngEnm b . (c) (c IngEnmb: >: 
PropUnivAt c .v. (Ed) (Ee) (d Ant,c .e Ant,c:c = (duvee) .v. c = 
(tilde d)))). 

Está claro que toda proposición de L es, o bien una proposición uni- 
versal atómica o bien una proposición universal no atómica. (Véase 
más adelante, TG9h.) Los conceptos de proposición universal atómica 
y de proposición universal serán particularmente útiles para definir 
el concepto semántico de verdad para L en (V,A). 

Lo que se entiende por sarta de cuantificadores universales puede 
definirse como sigue. 

“SartaCuant a? abrevia “((Eb)) (a IngEnm b . (c) (c IngEnm b :>: 
(Ed(Vbl d . e = (pirndapd)) .v. (Ed) (Ee) (d Ant,c . e Ant,c . e = 


(d-e)))). 
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Se llama clausura de b a toda expresión a que no contenga variables libres 
y que se componga de una sarta de cuantificadores universales prefijada 
a b. 


“a Clau b* puede abreviar (Ec) (SartaCuant c . a = (crb)) . —(Ed) 
d VLb a. 
Según esta definición, cualquier expresión de L puede tener una clausu- 
ra, pero es evidente que las clausuras más importantes serán clausuras 
de fórmulas. Es tambien conveniente muchas veces hablar de clausuras 
de tal modo que una proposición sea su propia clausura, por cuyo mo- 
tivo establecemos que 


“a Clau” b” abrevia “((Prop b . a = b) .v. (“Prop b . a Clau b)). 


Quizá el concepto en cierto modo artificial de apartción, definido 
anteriormente, en el $ D —y del cual dependen, como hemos visto, 
muchos importantes conceptos sintácticos—, esté hasta cierto punto 
reñido con la intuición; en todo caso, no parece haber muchas razones 
para identificar las apariciones con segmentos iniciales (como hicimos 
allí), salvo la de que resulta técnicamente conveniente. Pero también 
es posible definir sin dificultad estos mismos conceptos, si se quiere, 
sin emplear el de aparición: a fin de ver esto, introducimos por medio de 
ingredientes enmarcados una definición que incluye una inducción 
simultánea, es decir, una inducción con respecto a dos variables (se 
pueden extender fácilmente estos métodos de modo que se tenga una 
inducción también con respecto a tres o más variables). Podemos de- 
finir ante todo 

“(a;b) IngEnm c” como “(Ed)(d IngEnm c.d = (aruvenuvenb) . 
—(uve- uve) Seg a . —(uvenuve) Seg b)”, 

“(asb) Ant, (cid) como (Ea'lía Ini e. (a;b) IngEnm a. (c;d) 
IngEnm e . —(c:d) IngEnm a”, 


“a VLb b* como “(Vbl a . (Ec)(b IngEnm c . (d)(d IngEnm c: >: 
A = (pena) . v . (Ea)(EM)(ECN(EN(VbI a! , VbL b' . Vbl e! . Vbld': 
= (penacrana') . v .d = (peracra'na) . v . d = (penacnacranb' nc”) 
Vs ds ia al Man). Vo... . V.d= (penacrnacracracia' a 


b'ncrd'na)) . v . (Ea)(EN)(VDL a' , Fmla b' . d= (a' nepinu,b'a)) 
. v . (Eo)le ad d:d= (tilde e) . v . (Ea' )(Emla a' :d = (a' uve ur v. 
d= (e uve a) . v . (ESNNVbIY . =a=b' .d= (p' cu e)) . v . (Eb') 


(Ec)(Vbl b' . Vble' . -a=b .-a=c' .d = (b' MA 2)" 
Después, por una especie de inducción simultánea, 

“a SLb?; d” abrevia ((Vbl b . Vblce: (-c La d.a=d).v. (Es) 
((asd) IngEnm e . (a)(05)((a';b”) IngEnm e: D :(b' = (penc) . (a = 
(penb) .v.a  =b)). vw. (Ea NES "Ec" Ed")(Vbl a” . Vblb” . Vbl 
c” . Vbld” : (b" = (penacnena"”) . (al = (penacrbra'””) . v . al 
= b)) . Vo. (b = (penacra''nc) . (a = (peracra/0b) . v.a' = b')) 
A (penacnacnaciacna! "ab"nc nd "nc) . (a = (pe 
mnacnacnacnacna "bn nd *nb) .v.a= e). v . (Ec”)(Ed' JVbl e 

. Fmla d' . b' = (cnepinund'nc) . (a! = (c'nepinund'nb) . y . al = b' 

. Y. (Ec)(Ed)(Ea (E0DND (cd) Ant, (a*;b”) . (a””; E Ant, (a';b”) : da = 
(tilde Cc). b" = (telde d”) . y. (a = (c” uve a”) . = (d' uve b””)) . 
(Ee')(VbI e” .=b.-e =c.qa =(e cuc”) . Fa = (e' cu d')) . v 


7 
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(Ec”)(EdVbl ce” . Vbld” .=-=b.=c"=c: (a = (c nepinv 
nCado) . bz (cc nepinond'nd”)) . v . (al = (ce nepinunc'nb) . b' = 
(c repinund' -c)))))))”. 

En lo sucesivo utilizaremos poco estas definiciones; sin embargo, son 
intuitivamente adecuadas, y ofrecen la posibilidad de captar lo que se 
entiende por variable libre y lo que implica “SLb?” sin emplear el con- 
cepto de aparición. Y los restantes conceptos sintácticos necesarios se 
pueden definir a partir de ellas del mismo modo que antes. 


G. ALGUNOS TEOREMAS SINTÁCTICOS 


Ya hemos demostrado en el $ C. algunos teoremas elementales de 
M'; daremos aquí unos cuantos teoremas ulteriores. La mayoría de 
éstos tienen cierto interés intrínseco, bien porque enuncian importantes 
propiedades del encadenamiento o de los diversos conceptos definidos, 
bien por su utilidad en los capítulos siguientes. Omitimos la mayor 
parte de las demostraciones. 


Los primeros teoremas enuncian propiedades evidentes referentes 
a Ini, Acab y Seg. 

TGla. Falnia.alni (arb). 

TGIb. Falnmib.blnic:>:alnc. 

TGlc. FalAcaba.a Acab (bra). 

TGld. FaAcabb.bAcabce: D :a Acab c. 

TGle. FaAcabb. >D .aAcab (cab). 

TG1f. Falnmib. >. (cra) Ini (cr b). 

TG2a. FaSega.aSeg (anb) . a Seg (bra) . a Seg ((bra)ac). 

Sus demostraciones son inmediatas. Algunos de ellos conducen a la 
ley de transitividad para Seg: 


TG2b. kaSegb.bSegc: D :aSegc. 
La demostración es obvia si se desarrolla paso a paso del modo si- 
guiente. Primero, por TGl1b, 

Fa Acabd.dIlnb.b=e.elnic: D :(Ed)j(a Acab d . d Inic). 
Pero también, en virtud de TGle, TG1f y TGIb, 

Fa Acabd.diInmib.ex=(a'5b). e Inic: >) :a Acab (a'2d) . 
(a'-b) Ini c. 
Combinando debidamente estas dos expresiones obtenemos TG2b. 


Recordaremos que, por la definición de “Seg”, a Seg b si y sólo si a 
acaba cierta expresión que inicia b. El siguiente teorema es interesante, 
pues pone de manifiesto que esto equivale a decir que a inicia cierta 
expresión que b acaba. 

TG2c. FaSegb.= . (Ec)(a Inic . c Acab b). 

La demostración es inmediata en vista de los teoremas anteriores. 

Las leyes siguientes enuncian propiedades evidentes de la anterio- 
ridad: 

TG3a. FaAnt, c:D:-cAnt,a. —bAnt, a. —a Ant, b. —cAnt, 
b.=b Ant c. 

TG3b. FE-aAnt, a. a Ant, a .—bAnt, a. —a Ant, b. 
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TG3c. + a = (pinpdabapinpdrenpinpd) . —(pinpd) Seg b . 
=—(pin pd) Segc: D :b Ant, c. 
-TG3d. f+=a=b.alagEmmc. bIngEenmc: D:a Ant, b.v.b 
Ant, a. 
Encontramos ahora una ley muy importante, que es útil para demos- 
trar propiedades adecuadas a los conceptos definidos por medio de in- 


gredientes enmarcados. Esta ley, la Regla de ingredientes enmarcados, 
es la siguiente: 


TG4. ta lIngEnm db. (c)j(c IngEnm b: > :Fc. v .(Ed)(Ee)(d Ant, 
c.e Ant, c. A). (co (Fe. D . Gc) . (c)i(d)(el(Gd . Ge .A: > : Cc) 


: DD: Ga, si A es una fórmula de M que no contiene más variables 
libres que *c”, “d” y “e”. 

Aunque esta regla parece larga y algo complicada, de hecho es suma- 
mente sencilla: establece grosso modo que si cada ingrediente enmar- 
cado de una expresión b tiene determinada propiedad o puede ser ob- 
tenido a partir de ingredientes anteriores de b mediante cierta opera- 
ción (expresada por A), y si cada expresión que tiene dicha propiedad 
tiene una segunda propiedad que está incluida en la operación dada, 
entonces cada ingrediente enmarcado de b tiene esta segunda propie- 
dad (en realidad, la regla es algo más complicada, pero no en sus as- 
pectos esenciales). Esta regla nos permite lograr el efecto de una especie 
de inducción matemática. Su demostración no es difícil gracias a la 
Regla de inducción infinita, y puede esbozarse someramente del si- 
guiente modo. Tomemos primero *b” como descripción estructural de 
una expresión de L que no contenga ningún ingrediente enmarcado; 
entonces deja de darse la hipótesis de T'G4, “a IngEnm b”. Supongamos 
ahora que “b” se toma como descripción estructural de una expresión 
que contenga un solo ingrediente enmarcado; si a no es este ingre- 
diente enmarcado, deja otra vez de darse la hipótesis y con ella TG4; 
por otra parte, si a es este ingrediente enmarcado, entonces no hay 
ningún ingrediente anterior, luego (por la segunda hipótesis de TG4) 
a tiene la propiedad indicada por F, y también la indicada por G (por 
la tercera hipótesis). Por tanto, 1'G4 es válido para *b” tomado como 
descripción estructural de una expresión de L que contenga un solo 
ingrediente enmarcado. Si se toma “b” como descripción estructural de 
una expresión que contenga dos ingredientes enmarcados idénticos en- 
tre sí, entonces el razonamiento es análogo. Tomemos después *b” como 
descripción estructural de una expresión que contengan dos ingredientes 
enmarcados distintos; por T'G3d, uno de estos ingredientes será ante- 
rior al otro: si a es el primero de ambos, entonces, por las hipótesis 
segunda y tercera de T'G4, tendrá también la propiedad indicada por 
G; si a no es el primero de ambos, sabemos por la proposición anterior 
que el otro ingrediente, digamos a”, tendrá dicha propiedad; por otra 
parte, y en virtud de la segunda hipótesis, a o bien tiene la propiedad 
indicada por F, o bien puede obtenerse a partir de ingredientes ante- 
riores a a mediante determinada operación; pero en nuestro caso, a' 
es el único ingrediente anterior a a a partir del cual éste pueda ser 
obtenido mediante esta operación, y a' tiene la propiedad indicada 
por G; como (por la cuarta hipótesis de TG4) la propiedad indicada 
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por G se da en las expresiones obtenidas aplicando esta operación a 
expresiones que tienen dicha propiedad, a tiene también la propiedad 
indicada por G. Si tomamos ahora *b' como descripción estructural de 
una expresión que contenga tres o más ingredientes enmarcados, el 
razonamiento es análogo. Se concluye que T'G4 es válido para *b” to- 
mado como una descripción estructural cualquiera, luego, por RSin4, 
también lo es para la variable *b”. 

Tenemos asimismo el siguiente lema: 

TG5a. + Fmlaa. > . Fmla (tilde a). 
La demostración es inmediata si observamos que 

Fa IngEnm b . (c)(c IngEnm b: > :EmlaAtc. v . (Ed)(Ee)(d Ant, 
c.e Ant,c:c= (tilde a) . v.c= (duvee) . v. c Gend. v . c Abst d)) 
. a = (bapin pdrtilde anpinpd) : D : (tilde a) IngEnm a” . a Ant, 
(tilde a) . (c)(c IngEnm a' : D : FmlaAtc . v . (Ed)(Ee)(d Ant,.c . e 
Ant, c:c = (tilde d) . v .. c = (d uve e) . v. cGend. v .c Abst d)). 

De un modo parecido se puede demostrar que 

TG5b. FFmlaa . Fmlab: >: Fmla (a uve b), 

TG5c. +FFmlaa.bGena: > : Emla b, 


ue 

Tc5a. F Fmla a . bAbsta: > : Fmla b. 

Empleando TG5a-TG5d, puede hacerse ver que 

TG5e. FAxFVla. >. Fmla a, 

TG5f. FAxFV2a. > . Fmla a, 
y análogamente para los otros axiomas. Pueden resumirse estos teore- 
mas haciendo observar que 

TG6a. Axa. >. Fmla a. 
Adviértase también que 

TG6b. +FFmlaa . Fmlab.cMP a,b: >) : Fmla c. 

Ahora, usando la Regla de ingredientes enmarcados, se puede de- 
mostrar que 

TG6c. FTeora. > . Fmla a. 
Por TG4, 


Fa IngEnm b . (c)(c IngEenmb: >: Axc.v. (Ed)(Ee)(d Ant,c.e 
Ant,c . (cGend . v . c MP d,e))) . (c)(Axc. > . Fmla c) . (c)(d)(e) 
(Fmla d . Fmlae . (cGend. v .c MP d;e) : D : Fmlac): > :Fmla a. 
Por TG6a puede abandonarse la tercera de estas hipótesis, y la cuarta 
por TG6b y TG5c. 

Tenemos también el siguiente enunciado formal de la Regla de ge- 
neralización: 

TG7a. FTeora. bGena: > :Teor b. 

La demostración es bastante parecida a la de TG5c. El enunciado formal 
de la Regla del Modus Penens es: 

TG7b. +FTeora. Teorb.cMP a,b:  : Teor c. 

La demostración es análoga a la de TGób. 

Damos a continuación una lista de teoremas que pueden ser útiles 
más adelante. 

TG8a. FSPa.-a= pe: >) : -ConsPred a. 

TG8b. + FuncPropUna a,b: = : ConsPred (bnepinvaa) . Vbl b. 

TG8c.  +FPropa.Vblb: > : FuncPropUna a,b. 
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TG8d. + Prop a . Prop (a uve b) : > : Prop b. 

TG8e.  +HPropa. > . Prop (tilde a). 

TG8f. + FuncPropUna a,b . Vblc: > : (Ed)(d SLb; a 

TG8g. + ConsPred (anepinvrnb) . Vbla . —a VLb b: > : Prop b. 

TG8h. —F FuncPropUna a,b . Vblc: > : FuncPropUna (c cu a),b. 

TG8i. + FuncPropUna a,b . c SLb; a : > : FuncPropUna c,d. 

TG8j. + FuncPropUna a,b . b VLb a . d SLb;a : = FuncProp 
Una de. d VLb c . a SLb; d. 

TG8k. + Ad a,b. —bVIba: > : Prop a. Vbl b. 

TG8l. FeSLbja.d=b::c=au. 

TG%9. FEF uncPropUna b',d . FuncPropUna c',e . d' SIb1c': > 
FuncPropUna d'.d . FuncPropUna (b* uve d'),d. | 

TG9b. - e SIB e -. —bVIbe:=:eSLbjc . -dVIbc:=:c 
SLD! e . e SLH! c. 

TG9c. FPropa. Vbld.b=(dcu a): D:d-VLb a . Prop b. 

TG9d. + Teor (e dscd c) . Fmlae . Fmla c . Teor (e dscd tilde c) : > : 
(a)(Fmla a . > . Teor (e dscd a)). 

TG9e. + Teor (a dscd b) . Fmla a . Fmla b . Teor (tilde a dscd b) 
: D :Teor b. 

TG9f. + (al(d)|(ConsPred (anepinvnd) . Vbl a: > : Teor (d dscd b)). 
Vbl c : > : (a)l(d)¡(ConsPred (anepinvund) . Vbl a : > : Teor (d dscd 
c cu b)). 

TG9g. + ConsPred (qisnepinvntilde-n pin penqisnuventilden penqis 
a pd). 

TG9Ih. FPropa: >: PropUnivAt a . v . (-PropUnivAt a . 
Prop Univ a). 

TGI0a. + Prop a . Prop (a dscd b) : > : Prop b. 

TG10b. + ConsPred a . —ConsPredPrim a : = : (Eb)(Ec)(a = (b- 
epinvac) . FuncPropUna c.b). 

TGIOc. Fa= (brepinvnc) . FuncPropUna c,b . a = (drepinvae) . 
FuncPropUna e.d: >:b=d.c=e. 

TG11.  FFnmlaa. b Claua: > : Prop b. 

TG12a. + Teora. bAbsta: > :Teor b. 

TG12b. + Teor (tilde a) . b Abst a : > : Teor (tilde b). 

TGl2c. FTeora. > .(Eb)(b Clau' a . Fb): > : (Prop a . Teor a 
: Ds Fa). 

Cada expresión a de L es un ingrediente enmarcado de un determi- 
nado b, cada ingrediente enmarcado del cual es o bien un signo primi- 
tivo de L o bien la cadena de ingredientes enmarcados de L anteriores. 

TG13. +(a(Eb)la IngEnm b . (c)i(c IngEenmb:>:SPc.v. 
(Edl(Eel(d Ant,c . e Ant,c . c = (d ne)))). 

Esta regla, la Regla de expresiones, será útil más tarde; se demuestra 
por inducción según T'C3a y varios teoremas referentes a MB onos y 
“Ant”; puede también demostrarse por RSin4. 

Utilizando TG13 y TG4 podemos demostrar una Regla de inducción 
algo más fuerte que TC3a. 

TG14. F(a(SP a. > .Fa). (a)J(b(Fa. Fb: >: F(an b)) E (a)Fa. 

Finalmente, se puede dar otro posible conjunto de axiomas para M 
del siguiente modo: podemos abandonarla Regla de inducción infinita, 
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RSin4, y tomar en su lugar la Regla de expresiones (TG13) y la Regla 
de ingredientes enmarcados (1'G4); comprobamos que todos los teore- 
mas de este capítulo pueden ser demostrados a base de estas reglas, 
junto con RSinl1-RSin3. Conservaremos RSin4 para nuestros fines se- 
mánticos en los próximos primeros capítulos, pero más tarde (en V, H 
y VIII,D) prescindiremos asimismo de ella. 


H. ALGUNOS CONCEPTOS ULTERIORES DE SINTAXIS 


Antes de entrar en la semántica propiamente dicha, veamos unos 
cuantos conceptos sintácticos más, que pueden ser útiles más tarde. 

El concepto de teorema ha sido definido ya rigurosamente (en el $ P), 
pero no el de demostración. Sin embargo, está claro que 


“b Dems a” puede abreviar “(a IngEnm b.(c)(c IngEnm b: >: 
Axc.v. (Ed)/(Ee)(d Ant,c.e Ant,c.cCId .2)) . —(Ec)a Ant, c)”. 
Una expresión b es una demostración de a si y sólo si a es el último 
ingrediente enmarcado de b (el situado más a la derecha), cada ingre- 
diente enmarcado del cual es o bien un axioma o bien una consecuencia 
inmediata de anteriores ingredientes enmarcados de b. 

Tenemos inmediatamente que 


TH1. FTeora.= .(Eb)b Dems a. 


Es útil con frecuencia hablar no sólo de demostraciones, sino tam- 
bién de deducción a partir de premisas dadas *. Que a es deductible 
de b se define del modo siguiente: 


“a Deduc b” abrevia (Fmla b . (Ec)j(a IngEnm c . (d)(d IngEnmc:> : 
d=b.v.Axd.v. (Ea)(Ebh)(a” Ant,d . b' Ant,d . d Cl a,b”) . 
<(Edja Ant, d)). 

Obsérvese que en una demostración partimos sólo de axiomas, mien- 
tras que en una deducción a partir de la premisa b, podemos partir 
de axiomas o de la premisa b. 

Si a es un teorema, entonces es deductible a partir de cualquier 

fórmula, e inversamente. 


TH2. FTeora.= . (b)j(Fmla b. > . a Deduc b). 
La demostración es inmediata. 

En un momento dado puede interesarnos hablar de deducción, no 
ya a partir de una premisa dada b, sino a partir de una clase (virtual) 
de premisas. 


“a Deduc F” abrevia “((0)/(Eb . > . Fimla b) . (Ec)j(a IngEnm c . (d) 
(d IngEenmc:D:Fd.v.Axd. yv. (Ea)(Eb)(a” Ant.d . b' Ant. d . 
d Cl a',b5) . —(Ed)a Ant, d))”. 

Sea por el momento *p” la abreviatura de “az=a = a”: entonces A 
es la clase nula (virtual) de expresiones de L, y los teoremas de L son 
precisamente aquellas A que son deductibles de Ne 


TH3. FTeorb.=. bDeduc A. 


1 CARNAP, especialmente, ha hecho resaltar la importancia del concepto de 
deducción. 
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A veces es útil poder decir que una clase (virtual) de fórmulas es 
coherente o compatible. 

“Coher F” abrevia *“(a)(Fa : — : Fmla a . —(Teor a . Teor (tilde a)))”. 
Una clase virtual de fórmulas es coherente si y sólo si no contiene una 
fórmula a tal que a y su negación sean ambas demostrables (ésta es 
una definición muy obvia de la coherencia, que parece fundamental- 
mente acorde con las concepciones tradicionales; hay otros tipos de 
coherencia o compatibilidad, algunos de los cuales son sintácticos y 
otros semánticos: el que aquí damos es puramente sintáctico y parece 
adecuado, porque L contiene *-” y, por tanto, si a es una fórmula de L, 
(tilde a) lo es también). 

Se puede definir la coherencia de una clase de proposiciones rempla- 
zando aquí *Fmla” por *Prop”. 

Podemos definir la completitud de una clase (virtual) de proposicto- 
nes como sigue: 


“Cmplt F” abrevia “(a)(Fa :D: Prop a . (Teor. a .v. Teor (tilde 
a)))- 
Una clase virtual de proposiciones es completa si y sólo si dado uno 
cualquiera de sus miembros, a, a es un teorema de £ o lo es su negación. 

Estos conceptos sintácticos exactos corresponden a los conceptos 
de coherencia y completitud tratados de modo no formalizado en (1,C). 

Sea por el momento “V” la abreviatura de “azProp a”; V es, pues, la 
clase (virtual) universal de proposiciones de L. Dentro de M, decir 
que L es coherente implica simplemente decir que Coher V o Coher 
azFmla a. Análogamente, “Cmplt V” dice dentro de M que L es completo 
en el sentido definido. Para un L adecuado, estas fórmulas pueden 
incluso ser demostrables en M ; en todo caso, demostrables o no, existen 
sistemas L para los cuales ambas fórmulas son válidas (esta circunstan- 
cia será útil más adelante, en (IX, G)). Existen, pues, lenguajes objeto L 
que son a la vez coherentes y completos, y también otros L que son 
coherentes pero no completos; pero no existe ninguno que sea a la vez 
incoherente e incompleto. 

TH4. F(a) (Fa . >. Prop a) .—Coher F :>: Cmplt F. 
La demostración es inmediata. 

Dos fórmulas son deductivamente equivalentes si y sólo si cada una es 
un teorema si y sólo si la otra lo es también. 

“a DedEquiv b” abrevia ((Fmla a . Fmla b . (Teor a .=. Teor b)). 
El siguiente teorema es inmediato. 

TH5. + Fmla a . Fmla b . Teor (a triguión b) : >: DedEquiv b. 
Pero a y b pueden ser deductivamente equivalentes aun cuando (a 
iriguión b) no sea un teorema, luego lo que es esencialmente la fórmula 
inversa del teorema estipulado por T'H5 no es válida. 

No hemos agotado, en modo alguno, los conceptos y teoremas sin- 
tácticos que serán útiles en lo sucesivo; pero en vez de darlos aquí, lo 
haremos más adelante, en aquellos lugares en que sean necesarios, 


CAPÍTULO IV 


Denotación múltiple: 
Semántica de primer orden 


La semántica estudia principalmente ciertas relaciones existentes 
entre las expresiones lingúísticas de un lenguaje determinado y los 
objetos o entidades acerca de los cuales dichas expresiones nos permiten 
hablar (son éstas las llamadas relaciones semánticas); y trata también 
fundamentalmente del concepto de verdad. Genéticamente, parecen 
haber sido más estudiadas las relaciones semánticas, que han desempe- 
ñado un papel importante en la historia de la disciplina; sin embargo, 
a base de estas relaciones es posible, asimismo, definir un concepto 
riguroso de verdad, y por ello la semántica es ahora la teoría de las 
relaciones semánticas, la teoría de la verdad y la teoría de las relaciones 
mutuas entre las dos anteriores. 

A fin de desarrollar deductivamente un metalenguaje semántico 
formalizado, parece a la vez útil y conveniente tomar ciertas relaciones 
semánticas como elementos primitivos. A lo largo de este libro conside- 
raremos varios elementos primitivos diferentes, si bien en este capítulo 
y el siguiente nos proponemos formular una semántica de primer orden 
para un L dado tomando como único elemento primitivo semántico 
una relación de denotación múltiple. En el $ A trataremos sin rigor 
formal de la índole de esta relación primitiva. En el $ B esbozaremos 
con algún detalle el metalenguaje semántico de L basado en la denota- 
ción múltiple, y en el $ C daremos definiciones de varios conceptos se- 
mánticos importantes. Los axiomas de este metalenguaje semántico 
se incluyen en el $ D, y algunas de sus consecuencias elementales en el 
$ E. En el $ F damos algunas consecuencias ulteriores, en particular 


aquéllas que permiten una especie de álgebra booleana cuyos elementos 
son las constantes predicativas de L. 


A. DENOTACIÓN MÚLTIPLE 


“Denotación” puede emplearse de varias maneras: puede decirse 
que una constante individual, de clase o de relación, denota su objeto; 
también puede decirse que lo que suele llamarse una clase o término de 
propiedad denota los miembros de la clase en cuestión; e incluso se 
puede hablar de denotación en un sentido más amplio, según el cual, 
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por ejemplo, las proposiciones denotan enunciados o valores de verdad. 
Aquí emplearemos “denotación” únicamente en el segundo de estos tres 
sentidos, según el cual se dice que los predicados denotan los objetos 
a los cuales se aplican: por ejemplo, puede decirse que perro denota 
a cada uno de los perros Leal, Lulú, etc., en particular; los que general- 
mente se llaman nombres de clase vienen así a denotar los diversos 
miembros de la clase, pero no la clase misma. La denotación entendida 
en este sentido es una relación semántica muy simple y de gran alcance. 
El lenguaje objeto L no contiene constantes individuales y, por tanto, 
no necesitamos una relación de denotación en el primero de los tres 
sentidos enumerados (véase, sin embargo, (X, B)). Y puesto que el 
punto de vista que adoptamos en todo el libro es totalmente extensio- 
nal, tampoco será necesaria una relación de denotación en el tercer 
sentido. 


La concepción que subyace a los metalenguajes semánticos de este 
capítulo y del próximo consiste en que la denotación múltiple es la 
relación fundamental de la semántica. Esto es, desde luego, algo arbi- 
trario, y para algunos fines habría que considerar fundamentales otras 
relaciones; pero los nombres o expresiones denotadoras (en cierto sen- 
tido) parecen haber sido, a través de la historia, los elementos básicos 
de la semántica, así como los números enteros han sido siempre en cierto 
modo los elementos básicos de la matemática; todos los demás conceptos 
que se requieren son definibles a partir de la denotación múltiple. La 
idea de que ésta es fundamental no requiere una justificación explícita; 
de la presentación de nuestra teoría surgirá un argumento implícito en 
tal sentido, al observar la sencillez y generalidad de aquélla cuando se la 
compara con otras formulaciones parecidas de la semántica. 


Utilicemos “Den” para expresar la relación primitiva de denotación 
múltiple: “Den” será el único elemento primitivo semántico del meta- 
lenguaje semántico de un lenguaje objeto L dado. Ahora bien ¿qué debe 
considerarse que denota significativamente y a qué? Evidentemente debe 
considerarse que las expresiones denotan objetos; las expresiones ten- 
drán que ser precisamente las de L y los objetos sólo los del dominio 
fundamental de L (en realidad, puede considerarse que las expresiones 
y los objetos de L constituyen dos dominios mutuamente excluyentes, 
aunque esto no sea esencial): “Den” representará, pues, una relación 
cuyo dominio se compone de (ciertas) expresiones de Í y cuyo codomi- 
nio se compone de los objetos de L. 


Hay ocasiones en que'se aplica a* se usa en el sentido de denotación 
múltiple: así puede decirse que “hombre” se aplica a cada uno de los hombres 
individuales. Á veces se emplea en este mismo sentido la frase “es verda- 
dero de” o es predicable de”. Pero la frase 'se aplica a” se utiliza en lógica y 
matemáticas al hablar de la aplicación de una función a un argumento, 
de forma que quizá sea mejor no emplearla aquí en este sentido se- 
mántico como término técnico. Y quizá la única objeción contra el uso 
de *es verdadero de” es que contiene la palabra “verdadero” y que por 
tanto tiende a ocultar la diferencia existente entre la relación semán- 
tica aludida y la propiedad o concepto semántico de verdad. 
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B. ESTRUCTURA PRIMITIVA 


Llamemos MS; al metalenguaje semántico de L que va a ser for- 
mulado sobre la base de “Den”, o sea, el metalenguaje semántico de L 
basado en la denotación múltiple * 

La estructura de MS; ha de ser considerablemente más complicada 
que la del metalenguaje sintáctico anterior, M : la semántica presupone 
la sintaxis y la contiene como una parte, de modo que un metalenguaje 
semántico debe comprender siempre una parte que sea un metalengua- 
je sintáctico. Aquí presuponemos M, y por ello MS; puede considerarse 
en cierto sentido una apliación de M: en M únicamente podemos sim- 
bolizar relaciones entre expresiones de L, pero en MS¿ debemos tener 
también símbolos que de un modo u otro representen a los objetos de L 
(esto es esencial si en MS¿ hemos de poder expresar relaciones del tipo 
deseado). Un modo de conseguir esto es exigir que a cada expresión 
primitiva de L corresponda una expresión primitiva de MS. Se llama 
traducción de un símbolo dado de £ ? al símbolo de MS¿ que correspon- 
de de este modo a aquél. Debe entenderse que la cadena de dos expre- 
siones traducentes cualesquiera de MS es la traducción de la cadena 
de las expresiones correspondientes de L. La correspondencia entre las 
expresiones de L y sus traducciones en MS; es de una a una o biuní- 
voca: es decir, que para cada expresión de Í existe una y sólo una tra- 
ducción correspondiente en MSf;. 

El modo más sencillo de obtener las expresiones craducentes de MS; 
consiste en dejar que cada símbolo primitivo de L sea su propia traduc- 
ción en MS. Cada proposición o término que pueda formarse en L 
puede entonces también ser formado en MS; y precisamente del mismo 
modo. Así, MS¿ contiene todas las posibles expresiones de L. Pero 
como MS; contiene también todas las posibles expresiones de Mi, 
podemos en MS; hablar de —-o mencionar— las expresiones de L, así 
como usar sus traducciones: mencionar las expresiones de un lenguaje es 
hablar acerca de las expresiones mismas; en cambio, usamos las expre- 
siones de un lenguaje cuando hablamos de los objetos a los que dicho 
lenguaje se refiere (ya hemos encontrado antes esta distinción). De 
hecho, podemos mencionar las expresiones de L en MS del mismo 
modo que lo hacemos en M; pero, gracias a la presencia de elemento 
primitivo adicional “Den” en MS, podemos relacionar las expresiones 
de L con los objetos de L, exigiendo que ciertas expresiones denoten 
ciertos objetos. Así, pues, MS contiene todos los modos de expresión 
de M así como las traducciones de los símbolos de L, y además *Den”. 

Vemos que MS; contiene, hablando toscamente, cuatro partes: una 
parte lógica, una parte sintáctica, una parte traducente y una parte 
semántica. Las partes lógica y sintáctica son en lo esencial, como en M, 
aunque la lógica básica habrá de ser un poco más amplia (véase más 
adelante). Pero MS contiene también una traducción in toto del len- 


1 


Este metalenguaje semántico es semejante a los estudiados por TArskI. Véase 
en especial el $ 5 de Der Wahrheitsbegriff, donde, sin embargo, se toma como alemento 
primitivo un predicado para verdad en vez de “Den”. 


2 La palabra “traducción” se emplea aquí en el sentido estricto que le da Tarski. 
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guaje objeto L: la parte traducente puede ser el mismo lenguaje objeto 
L o cualquier lenguaje que corresponda con él del modo descrito. Final- 
mente, en la parte semántica de MS; relacionamos, de un modo adecua- 
do, las expresiones de L con sus denotados. 

Recordemos que podemos tomar para L cualquier lenguaje de pri- 
mer orden, con o sin inclusión de la identidad, ya lo sea en sentido 
amplio o en sentido estricto, tal como se ha descrito en el capítulo 1I. 
MS; ha de ser también de primer orden, pero como contiene dos tipos 
diferentes de variables lo será solamente en el sentido tratado al final 
de (IL, H); cada tipo de variables abarcato talidades de entidades bien 
especificadas. Debe considerarse que las traducciones de variables de L 
abarcan exactamente los objetos que abarcan las variables de L: en 
cuanto a las variables de expresión de MS5, son simplemente las de M 
y abarcan expresiones de L. El que MS; sea de primer orden en sentido 
amplio o estricto depende de L: si L es de primer orden en sentido 
estricto, entonces MSZ es también un lenguaje de primer orden en 
sentido estricto; pero si L es de primer orden en sentido amplio, MS; 
debe también entenderse en este sentido. El carácter lógico de MS; 
depende sólo de L, y no de los instrumentos sintácticos o semánticos 
de que dispone. Esta es una característica importante de MSz, que 
está de acuerdo con la tendencia constructivista (véanse (VIII, EF) y 


(XII). 


La especificación completa del vocabulario primitivo de MS¿ puede 
resumirse del siguiente modo: 


Constantes lógicas primitivas : y”, , (, 9, 2, y *=”. 
Elementos primitivos rducentes y constantes a TEBA 
el is 


(Variables): “a?, “a”, “a”, 

Elementos primitivos descriptivo- estructurales ( constantes individuales): 
“uve”, “tilde”, “pi, “pd”, “id”, “epinv” “pe”, “ac”, “gis”. 

Elemento primitivo sintáctico (funtor) : O 

Variables de expresión : *a' A O o A ds 

Elemento primitivo o ónios ( constante de relación ): “Den”. 

Adviértase que entre los elementos traducentes primitivos no inclui- 
mos traducciones de las constantes lógicas de L, pues éstas nos vienen 
ya dadas por las constantes lógicas de MS5. 

Para mayor claridad, daremos, en un metalenguaje de MS, una 
definición recurrente no formalizada de lo que se entiende por término 
sintáctico de MS5. 

1. Una variable de expresión es un término sintáctico de MS). 

2. Toda constante descriptivo- -estructural es un término de MSf. 

3. Sixoe y son términos sintácticos, también lo es “(xy)”. 
Presuponiendo el concepto de término puede definirse el de fórmula 
de un modo análogo. 

1. Toda constante predicado de grado n seguida de n variables 
traducentes es una fórmula de MS¿ . (1 < nm < 5) 

2. Six e y son términos sintácticos, entoncés 'x = y” es una fórmula. 

3. Six e y son variables traducentes, entonces 'x = y” es una 
fórmula. 
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4. SiA es una fórmula y x e y son variables traducentes, entonces 
“y3Ax” es una fórmula. 

9. Si A es una fórmula, x es un término sintáctico e y es una va- 
riable de expresión, entonces ya Ax es una fórmula. 


6. Six es un término sintáctico e y es una variable traducente, 
entonces 'x Den y” es una fórmula. 


7. SiA y B son fórmulas, también lo son “A” y “(A v B)”. 

8. Si A es una fórmula, y x es, o bien una variable de expresión o 
bien una variable traducente, entonces “(x) A” es una fórmula. 
(Estas dos definiciones deben considerarse exhaustivas en el sentido 
de que nada que no esté estipulado en ellas como tal debe considerarse 
término o fórmula de MS: ahora bien, esta misma observación no 
debe ser añadida simplemente, como otra cláusula más, a las definicio- 
nes, sino que su contenido debe ser demostrable en un metalenguaje 


adecuado de MS¿.) 


Como hemos de estar escribiendo constantemente expresiones sim- 
bólicas en MS, y no sólo acerca de MS¿, será conveniente introducir 
un número de variables traducentes mayor del que en rigor podríamos 
permitir. Las únicas variables traducentes de que disponemos son 
x y 2d seguidas de uno o varios acentos. Utilicemos las expresiones 
y, 2, “w y “u”, posiblemente con acentos, como variables traducentes 
adicionales. Esto facilitará la escritura, pues en caso contrario nos 
encontraríamos con sartas de acentos excesivamente largas. 


Ya hemos observado que los dos dominios fundamentales de objetos 
de MSf, el de las expresiones de L y el de los objetos de L, pueden consi- 
derarse mutuamente excluyentes, pues pensamos que este requisito 
contribuye a la claridad y a la explicitud del estudio de MSz, y que se 
trata de algo natural: los objetos fundamentales de la mayoría de los 
lenguajes objeto L, del tipo que hallamos en las ciencias, tienen un 
carácter netamente distinto del de las expresiones lingiísticas de L. 
Si hacemos, pues, que los dos dominios de MS¿ sean mutuamente 
excluyentes, parece adecuado utilizar dos tipos de variables. (Obsérvese 
que expresiones tales como “a Den b”, 'x Den ax” y 'x Den a” carecen 
de sentido, igual que expresiones como *Pa' “(xn pd”, *P'ax”, etc.: seme- 
jantes expresiones sin sentido resultarían de entender los objetos de 
L igual que las expresiones de L.) No obstante, el requisito de que los dos 
dominios se excluyan mutuamente no es en absoluto esencial y, para un 
método semántico general, podría considerarse algo artificial. En lo que 
concierne a nuestro estudio, nada se ganará ni perderá por emplear 
uno u otro método y podremos entender MS de acuerdo o no con esta 
exigencia, según lo creamos conveniente: aquéllos a quienes interesan 
fundamentalmente los lenguajes formalizados para campos científicos 
concretos apoyarán quizá esta condición; pero si se busca, en cambio, 
un lenguaje objeto muy amplio y comprensivo, en el que pueda expre- 
sarse la totalidad de la ciencia o formularse un sistema epistemológico 
o metafísico completo, se hallará, sin duda, que nos limita demasiado. 
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Puesto que los elementos primitivos de MS¿ comprenden a los de M, 
podemos presuponer como definiciones de MS; las definiciones de M 
dadas en el capítulo III: la teoría elemental del encadenamiento allí 
desarrollada nos proporciona, pues, la base sintáctica de MS. Podemos 
definir (ahora que disponemos de “Den”) varias nociones de tipo semánti- 
co, muchas de las cuales tienen notable interés intrínseco; algunas serán 
especialmente útiles en lo sucesivo y otras nos permitirán definir de un 
modo preciso conceptos muy antiguos. 

Diremos que una expresión a de L comprende a una expresión b de L, 
si y sólo si ambas son constantes predicativas y a denota todos y cada 
uno de los objetos que denota b. 

“a Cmpr b* abrevia “(ConsPred a . ConsPred b . (x)K(bDenx. >. 
a Den x))” 2. 

Llamaremos subsunción semántica a la relación inversa de la 
comprensión 


“a Sub b” abrevia “b Compr a”. 
Evidentemente, una expresión a que a la vez comprende una expresión 
b y está subsumida en ella es semánticamente coextensa con b, 
“a CoExt b” abrevia “(a Compr b . a Sub b). 

Supongamos por un momento que L contenga las constantes pre- 
dicado “animal” y “hombre”; puede decirse entonces que “animal” com- 
prende “hombre” y que hombre está subsumido en “animal”; y si L con- 
tiene también “racional”, entonces “hombre” y “animal racional” son vero- 
símilmente coextensos. El uso de *coextenso” para esta relación de com- 
prensión mutua parece acorde, de un modo aproximado, con el uso 
tradicional de este término. 

Los únicos tipos de expresiones de L que consideraremos denota- 
doras son la(s) constante(s) predicativa(s) primitiva(s) monádica(s) y los 
abstractos monádicos que no contengan variables libres. Está claro 
que las combinaciones de símbolos de L sin sentido, tales como “((xxvv—” 
no deben considerarse denotadoras. Tampoco denotan las constantes 
lógicas ni las proposiciones. Considerar que lo hacen exigiría enriquecer 
notablemente los modos de expresión de MS, cuando semejante enri- 
quecimiento no es necesario para nuestros presentes fines; además, 
realmente las expresiones del tipo de las variables no denotan en abso- 
luto: abarcan un campo de objetos, pero no puede decirse que los deno- 
ten propiamente (véase (VI, F)). Las constantes predicativas de relación 
pueden ser consideradas denotadoras, pero no en el sentido simple del 
que estamos hablando (cf. (X, C)). Y L no contiene constantes indivi- 
duales como elementos primitivos. No quedan, pues, sino las constantes 
predicativas monádicas, incluyendo a los abstractos: por tanto, sólo con- 
sideraremos denotadoras a estas expresiones. En rigor no es necesario 
introducir un símbolo para este concepto: decir que a es una expresión 


1 El término “comprende” fue empleado por HoBBEs en 1653 en un sentido esen- 
cialmente idéntico al que aquí le damos: véase Leviathan, p. 15. Cf. el trabajo del autor 
«On the Semantics of Hobbes», Philosophy and Phenomenological Research, 14 (1954), 
pp. 205-11. 
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denotadora equivale simplemente a decir que a es una constante pre- 
dicativa monádica en el sentido definido en (TIT, PF). 

Se dice que una constante predicativa de L es común si y sólo si deno- 
ta al menos dos objetos distintos. 

“Com a* abrevia “(ConsPred a . (Ex)/(Eyl(—x = y .a Denx.a 
Den y)). 
Dentro de L, por ejemplo, “x3(Px . (Ex”)P'xx") es una constante predica- 
tiva común, siempre que “P” se aplique a más de un objeto y que el domi- 
nio de la relación P' tenga más de un miembro. Análogamente, “x3(Pa v— 
—Px)' es una constante predicativa común si el campo fundamental 
de L contiene al menos des entidades distintas. 
Una constante predicativa unitaria denota sólo un objeto ?. 

“Unit a” abrevia “(ConsPred a . (Ex)(a Den x . (y) (a Den y .D. 


x ó 
Si (Ex)(Px . (x)(Px” .D. x = x'))” se cumple en L, entonces 'x3Px” y 
“P” son constantes predicativas unitarias. 

Debemos tener cuidado en no confundir estas últimas cons- 
tantes con los nombres propios: un nombre propio se parece a una 
constante predicativa unitaria en que ambos denotan unívocamente 
individuos; pero las constantes predicativas unitarias son —naturalmen- 
te— constantes predicativas, mientras que los nombres propios son cons- 
tantes individuales. L no contiene como elementos primitivos constan- 
tes individuales, ni por tanto nombres propios (véase la teoría de los 
nombres propios en el capítulo X); éstos pueden introducirse en L me- 
diante definición a base de descripciones, como hemos observado ante- 
riormente; pero por el momento no nos interesa hacerlo. 


Una constante predicativa de L es nula cuando no denota ningún 
objeto. 


“Nula a” abrevia “(ConsPred a . —(Ex)a Den x)”. 
Por ejemplo, 'x3(Px . —Px)” es una constante predicativa nula de L. Y, 
como podría esperarse, una constante predicativa de L es universal cuan- 
do denota todos y cada uno de los objetos. 
“Univ a” abrevia “(ConsPred a . (x)a Den x). 
“aa(Px v —Px)”, por ejemplo, es una constante predicativa universal de L. 


Definiremos ahora otro importante concepto semántico. Sea “...g..- 
cualquier función proposicional de la variable única x, dentro de la 
parte traducente de MS5. Supongamos que, (i) para todo x, una expre- 
sión a denote x si y sólo si -=-==-- Hanna , y (ii) a sea una constante predi- 
cativa. (i) y (11) nos dan la condición necesaria y suficiente bajo la cual 
puede decirse que a se extiende sobre o tiene como extensión la totalidad 


de los objetos x tales que ----x----. Supongamos que escribimos “-==-x....? 
en la forma *x3---x---x”, empleando el operador de abstracción. Pode- 
mos entonces establer que 

“a Ext x3---x---" abrevia “(ConsPred a . (x) (a Den x .=. x3---x%---x))”. 


—» 


1 La distinción entre constantes predicativas comunes y unitarias es algo semejante 


a la que WooDGER establece entre «nombres compartidos» y «nombres no compar- 
tidos». Véase su Biology and Language, p. 17; véase también su «Science without 
Properties», The British Journal for the Philosophy of Science, 1, 7 (1951), pp. 193- 
216. Cf. HobbBEs, loc. cit., y también Ockham, Summa Logicae, 1, cc. 68-9. 
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O bien, usando otra notación, que 
“a Ext F” abrevia “(ConsPred a . (x)(a Den x .=. Fx))”, 

siendo F' una constante predicativa primitiva monádica o un abstracto 
monádico (que no contenga variables libres) dentro de la parte tradu- 
cente de MS. Adviértase que .expresiones tales como F no represen- 
tan en MS, en modo alguno, objetos que sean valores para las varia- 
bles: son simplemente abstractos o constantes predicativas primitivas que 
proporcionan modos de hablar lingiúísticamente convenientes acerca de 
totalidades de objetos. Estas totalidades no son en rigor clases o pro- 
piedades, pues no constituyen valores para variables de clase o de pro- 
piedad: son lo que hemos llamado anteriormente clases virtuales. Se 
comportan de un modo muy semejante al de las clases y tienen muchas 
de las características de éstas; pero no pueden cuantificarse, no es posi- 
ble decir “Para todas las clases virtuales, pasa tal y tal cosa” y, por tanto, 
no pueden considerarse como auténticas clases. La definición que aca- 
bamos de dar introduce de hecho una especie de denotación de clases 
virtuales: no se trata en rigor de denotación, pero sí de algo estrecha- 
mente emparentado con ella. Puesto que la definición requiere que a 
sea una constante predicativa, las clases virtuales pueden considerarse 
como aquello, sea lo que fuere, sobre lo cual los abstractos o las constan- 
tes predicativas primitivas monádicos se extienden en el sentido definido. 
Pero, en rigor, las clases virtuales no existen y, por tanto, es harto sutil 
hablar de ellas. 

Otra importante relación semántica es la de satisfacción, en el sen- 
tido restringido en que se dice que un objeto x satisface una función 
proposicional de (a lo sumo) una variable. Esto es definible así: 

“x Sat a” abrevia “(Eb)|(FuncPropUna a, b . (brepinvra) Den x). 
Un objeto x satisface a si y sólo si a es una función proposicional de 
cierta variable b en que el abstracto (brepinv,a) denota x 1. Si “Sat” 
en este sentido fuese el elemento primitivo semántico en lugar de *Den”, 
“Den” sería definible del modo siguiente. 

“a Den x” abrevia “(Eb)(Ec[(FuncPropUna b.c.a = (crepinv,b) 
. x Sat b). | 
En el capítulo VII esbozaremos una semántica basada en la satisfac- 
ción. En MS; el papel de la satisfacción está enteramente usurpado 
por la denotación múltiple. 

Introduciremos, finalmente, tres importantes relaciones semánticas 
emparentadas con los conceptos de suma, producto y negación lógicos. 

Supongamos que L contiene las constantes predicativas “macho” y 
“hembra” y que queremos hablar de la constante predicativa compleja 
“macho o hembra”. Llamaremos suma semántica de las dos constantes 
predicativas que incluye, a semejante constante predicativa compleja (la 
analogía con la suma lógica de la lógica de funciones veritativas basta 
para justificar la terminología empleada); más exactamente, puede 
decirse que una expresión a es la suma semántica de expresiones b y c 
siempre que a, b y c sean constantes predicativas y que, para todo x, a 
denote x si y sólo si b denota x o c dencta x. 


1 Esta relación de satisfacción es mucho más sencilla que las estudiadas por 


Tansk1 en Der Wahrheitsbegriff, en la página 311 y en todo el resto. 
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“a Sum b,c' abrevia “(ConsPred. a . ConsPred b. ConsPred. c . (x) 

(a Den x :=: b Den x .v. c Den a2))”. 
Dentro de L, por dar otro ejemplo, “x3(Px v (Ex')P'xx")” es una suma 
semántica de “P” y “x3(Ex”P'“xx"”, porque estas tres expresiones son 
constantes predicativas y la primera denota precisamente los objetos 
denotados por la segunda y la tercera. 

De un modo parecido puede introducirse el concepto de producto 
semántico : el producto de dos constantes predicativas ha de denotar pre- 
cisamente los objetos denotados por ambas. 

“a Prod b,c” abrevia “(ConsPred a . ConsPred b . ConsPred c . (x) 
(a Den x :=: b Den x . c Den x)). 

Por ejemplo, en L, “x3(Px . (Ex')P'xx")” es un producto semántico de 
“aazPx" y “x3(Ex9P'xax”. 

Finalmente, dada cualquier constante predicativa, queremos poder 
formar su negación semántica : ésta ha de denotar precisamente aquellos 
objetos que no denote la otra. 

“a Neg b” abrevia “(ConsPred a . ConsPred b . (x) (a Den x .=. 

—b Den x)). 
Por ejemplo, en L, 'x3Px” y 'x3-Px” son, sin duda alguna, negaciones 
la una de la otra. Una constante predicativa y su negación semántica 
tienen denotados mutuamente excluyentes, pero juntas son exhaustivas 
en el sentido de que su suma semántica denota todo. 

En obras sobre la semántica tradicional se han tratado de vez en 
cuando ciertos conceptos relacionados con los de suma, producto y 
negación semánticos; sin embargo, han quedado siempre algo vagos, y 


apenas se han hecho intentos de proporcionarles una estructura semática 
precisa. 


D. REGLAS SEMÁNTICAS 


Consideremos ahora la estructura axiomática de MS. Habrá cuatro 
tipos de axiomas, correspondientes a las cuatro partes que hemos 
distinguido anteriormente en el metalenguaje semántico: comprende- 
rán, (1) axiomas lógicos, (2) axiomas no lógicos o traducentes, (3) 
axiomas sintácticos y, finalmente, (4) algunos axiomas semánticos. 

Los Axiomas lógicos referentes a las funciones veritativas vienen 
dados por R1-R4, de (11, A), donde las letras “A”, etc., representan 
cualquier fórmula de MS. La Regla de cuantificación R5 debe, sin 
embargo, expresarse así: 

R5'. + (xJA > B, siendo x una variable de expresión e y un término 
sintáctico, o siendo x e y variables traducentes, y (etc., como en R5 
para A y B). 

En R6, “A” y “B” han de representar cualquier fórmula y “x” cualquier 
variable traducente o de expresión de MS. Análogamente, MP 
Gen se transforman en reglas de MS¿ si entendemos que “A” y “B” re- 
presentan fórmulas cualesquiera de MS¿ y *x” cualquier variable tradu- 
cente o de expresión. La regla que proporciona los Axiomas de abstrac- 
ción debe llevar la condición de que, o bien (i) x e y sean varia- 


8 
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bles traducentes, o bien (ii) x sea un término sintáctico e y una variable 
de expresión, y no sea libre en y (etc., lo que se requiere para A y B). 
Las reglas de identidad R7 y R8 se hacen también reglas de MS; si se 
toman sus variables como términos sintácticos o como variables tradu- 
centes de MS¿. En lo sucesivo nos referiremos a estas reglas lógicas de 
MS; como R1'-R8', MP”, Gen' y Abst'. 

Los Axiomas traducentes de MS; comprenden las traducciones de los 
axiomas no lógicos de L; serán generalmente axiomas adecuados a 
la disciplina particular formalizada por L. Los Axitomas sintácticos de 
MS; comprenden precisamente los de M estipulados por RSinl- 
RSin4 (II, B). 

Debido a la presencia de “Den” en MSn hemos de tener además 
algunas Reglas de denotación o Reglas semánticas ?. 

Debemos asegurar de algún modo que en MS) los abstractos tales co- 


mo “x3---%-==" se extiendan sobre las correspondientes clases virtuales. 
Por ello querríamos que se cumpliese 
(1) “(x)(a Denx .=. ---x---)” 


donde en lugar de a pondríamos la descripción estructural del abstracto 
x3e==a==”, siendo “---x---" cualquier función proposicional de la variable 
única *x” dentro de la parte traducente de MS. El modo más sencillo 
de asegurar que todas las expresiones del tipo de (1) se den en MS; 
es asumir esto por medio de una regla. Por ello, la primera Regla de 
donotación, que estipula una infinidad de axiomas en MS), es la si- 
guiente: 


RDenl1. + (x) (a Den x .=. ---x---), en donde, (i) “---x---" es cualquier 
función proposicional de la variable única x en la parte traducente de 
MSZ, y en lugar de “a? ponemos la descripción estructural del abstracto 
x3-=-x-==", o bien (ii) en lugar de “a? ponemos “pe” y *---x---" es la función 
proposicional *Px”. 

(La segunda cláusula es necesaria porque “P” es la única constante predi- 
cado monádica de L.) Según esta regla, por ejemplo, 

E (x)((qisnepinvn pinpenqisnuventildenperqisnpd) Den x .=. 
(Px v —Px)). 

El único axioma adicional necesario está estipulado por una Regla 
restrictiva, que establece que, si una expresión a de L denota cualquier 
x, a es una constante predicativa. 

RDen2. Fa Denx .D. ConsPred a . 

Naturalmente, la fórmula inversa de la estipulada por RDen2 no es vá- 
lida, porque las constantes predicativas nulas no denotan ningún objeto. 
Sabríamos, gracias a las anteriores definiciones de “Com”, “Unit”, “Univ” y 
“Nula” (en el $ C), que las expresiones sin sentido —como “vv =x"— 
no son constantes predicativas comunes, unitarias, universales ni nulas; 
pero, sin postular RDen2 o algún axioma equivalente, no sabríamos 
que no denotan en absoluto. 

Resumiendo: la lista de reglas de MS¿ comprende Rl'-R8”, MP", 
Gen”, Abst', las traducciones de los axiomas no lógicos de L, RSin1-RSin4 
y RDenl-RDen2. 


1 Cf. TarskI, Der Wahrheitsbegriff, pp. 305-6, condiciones (a) y (B). 


Denotación múltiple: Semántica de primer orden 115 


E. ALGUNOS TEOREMAS ELEMENTALES 


: Apuntemos ahora algunas consecuencias elementales de los axiomas 
y reglas de MS. Los teoremas puramente lógicos ya han sido demos- 
trados en el capítulo 11, y la parte sintáctica de MS; se ha estudiado 
detalladamente en el capítulo 111. Por tanto, aquí nos ocuparemos 
exclusivamente de los teoremas semánticos, es decir, los que dependen 
de “Den” de un modo esencial o los que dependen de RDen1 o de RDen2. 

El primer teorema establece que cierta constante predicado denota 
todos los objetos de L. 

TEla. E (x) (qispepinva pinpernqisnuventildenperqisnpd) Den x. 
Se demuestra por RDenl, que establece, en particular, que 

E (ax) ((qisnepinva. . .npd) Den x .=. (Px v —Pax)). 

Luego también 

TEIb. + (Ea) (x)a Den x. 
De un modo análogo se demuestra que 
TElc. + (Ex) (qisnepinonstildenpinpenqisnuventilden pernquis, pe) 
Den x. 
Y, por tanto, también que 


TEld. + (Ea) (x)—a Den ax. 


Recordemos que TG9g(11I) establece que (tomando el abstracto de TElc) 
F ConsPred (qisnepinuntildern. . .n pd). 
Luego también tenemos que 

TEle. + (Ea) (ConsPred a . (x)-—a Den ax). 

El teorema siguiente, que será de utilidad frecuentemente, es un 
corolario de RDenl. 

TE2. + (y) (a Den y .=. A), siendo “a” la descripción estructural de 
un abstracto “x3---x---" (de la parte traducente del metalenguaje) 
que no contenga variables libres, y una variable distinta de x (y que 
no aparezca en *---x---" y en donde A difiera de *---x---" sólo en conte- 
ner y allí (y sólo allí) donde haya apariciones libres de x en *---x--=, 
La demostración es inmediata, mediante RDenl y una ley de cuantifi- 
cación. 

El siguiente teorema (0, mejor, lema) es una ley de unicidad refe- 
rente a las constantes predicativas unitarias. 

TE3. FUnita.aDenx .aDeny:>D: x= y. 

Esto queda inmediatamente demostrado si se observa que 

F (Ex) (a Den x . (y) (a Den y .D. x= y)) . a Denz .aDerw:>D: 
2 =.we 

El próximo teorema es la negación de un principio de unicidad, 
partiendo de la hipótesis de que el dominio fundamental de L contenga 
al menos dos objetos distintos. 

TE4. + (Ex) (Ey)=x = y .D. (a) (x) (y) (a Denx . a Deny :>: 
==). 

Por TEla, 

F (Ex) (Ey)ox = y .D. (Ex) (Ey) ((qisnepinva.. . npd) Denx. 

(qgisnepinva . . . npd) Den y . =x = y). 
Después se obtiene TE4 usando varias leyes de cuantificación. 
Quizá se quiera poder prescindir de la hipótesis citada para demos- 
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trar la negación del principio de unicidad, pues no es posible demostrar 
tal hipótesis por separado más que apelando a los axiomas no lógicos 
de L: por regla general, estos axiomas nos permitirían demostrarla 
rápidamente. Sin embargo, en vez de admitir que lo hacen, preferimos 
tomar (Ex) (Ey) =x = y” como hipótesis siempre que sea necesario. 
Igualmente, para otros teoremas que hemos de dar, añadiremos cuando 
haga falta una hipótesis adecuada en vez de suponer que son consecuen- 
cia de los axiomas no lógicos de L. 


Los siguientes teoremas son principios de identidad. 

TE5a. Fx= y .D. (a) (a Denx .=. a Den y). 
Esto es una consecuencia inmediata de R8'. La inversa es también vá- 
lida, mediante una hipótesis adecuada: 

TE5b. + (Ea) (Unit a . a Den x) :>: (a) (a Den x .=. a Den y) .>. 
x= y. 

TE5c. Fha=b.>D. (x) (a Denx .=. b Den x). 
Este último teorema se sigue también directamente de R8', pero la 
inversa es indemostrable. 

TE6. + ConsPred a . ConsPred b:>:a CoExt b .=. (x) (a Denx.=. 
b Den x). 


La demostración es inmediata, utilizando la definición de *CoExt”. 


Es evidente que la relación de comprensión es transitiva y reflexiva 
si se limita a las constantes predicativas, 

TE7. Fa Cmpr b. bCmprc:>:a Cmpr c. 

TE7b. + ConsPred a .>. a Cmpr a. 
Las demostraciones son inmediatas. Luego también, 

TE7c. F ConsPred a . ConsPred b :>: a Cmpr b .=. (c) (ConsPred c . 
b Cmpr c :>: a Cmpr c). 
Lo cual se demuestra por TE7a y TE7b. 

Ya hemos indicado una importante ley referente a la coextensivi- 
dad, TE6; tenemos además las siguientes leyes de la coextensividad: 

TE8a. + ConsPred a .>. a CoExt a. 

TE8b. Fa CoExt b.=. b CoÉExt a. 

TE8c. Fa CoExt b. bCoExt c::a CoExt c. 

TE8d. + ConsPred a :3:a CoExt b.=. (c)/(cCoExt a.=.c CoExt b). 

La ley siguiente es un tipo de ley de unicidad referente a la extensión 
de las expresiones para clases virtuales: establece que si a y b se extien- 
den sobre la misma clase virtual, entonces a y b son coextensas. 

TE9a. FaExtF.bExtF:>:a CoExt b. 
La demostración es inmediata a partir de la definición de “Ext” mediante 
TE6. Tenemos también que 

TE9b. La EXtF . a ExtG:>:(x) (Fx. =. Gx), 

TE9c. FaExtF.aCoExtb:D:bExtFE, 


TE9d. + ConsPred a :>5:a ExtF .=. (b) (b CoExt a .. b Ext FP). 


Obsérvese que las únicas expresiones que se extienden sobre clases 
virtuales son, por definición, constantes predicativas. No solamente te- 
nemos que 


TE10a. Fa ExtF .>. ConsPred a, 
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sino también, mediante RDen2, que 
TE10b. Fa Den x .v. a Ext F :>: ConsPred a. 
La siguiente es otra ley de coextensividad. 
TE11. F ConsPred a . Vbl b:>:a CoExt (brepinvranb). 
La demostración se basa en Abst', RDen1, RSin4 y TE6. 
Finalmente, indicamos los siguientes teoremas acerca de uve y tilde. 
TE12. + FuncPropUna a,c . FuncPropUna b,c :D: (x)(crepinon 
(a uve b)) Den x .=. ((crepinvna) Den x .v. (crepinunb) Den x)). 
TE13. FuncPropUna a,b .D. (x)J((brepinvura) Den x .=. (ba 
epinuntilde a) Den x). 
Las demostraciones están fundadas en RDenl y RSin4. 


F. ALGEBRA BOOLEANA DE CONSTANTES PREDICATIVAS 


Veamos ahora algunas propiedades más de las sumas, productos y 
negaciones semánticas, antes de introducir en el capítulo próximo el 
concepto semántico de verdad. En particular, se observará que la teoría 
de las constantes predicativas forma un álgebra booleana dentro de MSz, 
si tomamos la relación booleana de inclusión como subsunción semánti- 
ca, la identidad booleana como coextensividad, la adición, la multipli- 
cación y la negación booleanas como, respectivamente, suma, producto 
y negación semánticas y los elementos nulo y universal de Boole, respec- 
tivamente, como constantes predicativas universal y nula. Tenemos así 
en MS; los teoremas siguientes ?. 

TFl. F ConsPred a .>. a Sub a. 

TF2. FaSubb.bSubc:>:a Sub c. 

TF3. ta CoExt b.=. (a Sub bd . b Sub a). 

TF4. + ConsPred b . ConsPred c . >: (Ea) (a Sum b,c . (d) (d Sum b,c 
-D. d CoExt a)). 

TF5. ta Sum b,c :5: Sub a . c Sub a. 

TF6. + d Sum a,b .>. (c) (a Sub c . b Sub c :>: d Sub c). 

T F7, + ConsPred b . ConsPred c :>: (Ea) (a Prod b,c . (d) (d Prod 
b,c .. d CoExt a)). 

TF8. + a Prod. b,c:>:a Sub b . a Sub c. 

TF9. + d Prod a,b .. (c) (c Sub a . c Sub b :>: cc Sub d). 

TFI0. + a' Prod a,b . b' Prod a.c . e' Sum a',b" . d Sum b,c . e Prod 
a,d :D: e CoExt e”. 

TFIlI. tr al Sum a.b . b' Sum a,c . e' Prod a',b' . d Prod b,c . e Sum 
a.d :D: e CoExt e. 

TFl12. + (Ea) (Univ a . (b) (Univ b .>. b CoExt a)). 

TFI13. + (Ea) (Nula a . (b) (Nula b .>. b CoExt a)). 


TF14. + ConsPred a .. (Eb) (b Neg a . (c) (c Neg a .D.c Co 
Ext a)). 


1 Cf. Tarskr, «Zur Grundlegung der Boole'schen Algebra lI», Fundamenta 


Mathematicae, 24 (1935), pp. 177-98, especialmente página 178. Cf., p. ej., el todavía 
útil L, Coururar, The Algebra of Logic (Open Court Publishing Co., Chicago y Lon- 


dres, 1914) y G. BrirxnorF y S. MacLane, A Survey of Modern Algebra (Macmillan, 
New York, 1941). 
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TFI5. + a Neg b . c Prod a,b :>: Nula c. 

TFI6. + a Neg b.. c Sum a,b : >: Univ c. 

Podría pensarse que se requieren hipótesis suplementarias para 
enunciar estas leyes, a fin de que las expresiones (de L) a que se refieren 
sean constantes predicativas. Pero no son necesarias gracias a la ley si- 
guiente, según la cual los elementos relacionados por sumas, productos y 
negaciones semánticas son constantes predicadtivas: 

TF17. + a Sum b,c .v. a Prod b,c .v. (a Neg b . ConsPred c) :>: 
ConsPred a . ConsPred b . ConsPred c. 

Podemos presuponer demostrado a partir de TF1-T'F7 cualquier 
teorema booleano ulterior que sea necesario. 

El significado del álgebra booleana de constantes predicativas se hará 
patente cuando estudiemos (en los capítulos VITI-IX) un tipo diferente 
de semántica, en la cual esta teoría desempeñará un papel importante. 
Algunos de estos teoremas, así como algunas de sus consecuencias 
ulteriores, serán también útiles en los capítulos V-VIT. 


CAPÍTULO VvV 


Verdad, adecuación y coherencia 


Este capítulo trata principalmente del concepto de verdad, uno de 
los más importantes de la semántica. En el S A y en el $ B se darán, 
dentro de MS, varias definiciones posibles de lo que se entiende por 
verdadero en un lenguaje objeto dado L. En el $ € se demostrará de dos 
modos diferentes que las definiciones de verdad son adecuadas en cierto 
sentido. Comentaremos en el $ D, sin emplear la formalización, el sig- 
nificado de las demostraciones de adecuación. La importante relación 
existente entre el concepto semántico de verdad y el de coherencia se 
indica en el $ E. En el $ F se introducen algunos conceptos ulteriores de 
semántica. En el $ G se da una demostración de la coherencia relativa 
de MS5; se hace ver allí que los axiomas de MS; son coherentes bajo 
un supuesto adecuado. En el $ H se discuten varios tipos de autorreferen- 
cta, y se muestra que MS; no puede interpretarse de forma que conten- 
ga su propia semántica. Finalmente, en el 8 I se indica someramente la 
importante relación existente entre el concepto de verdad y el de inde- 
cidibilidad. El contenido de los parágrafos H e I es algo más difícil 
que el de los precedentes desde un punto de vista matemático y, si se 


quiere, puede pasarse por alto: sólo de vez en cuando se hacen referen- 
cias a ello en lo sucesivo. 


A. VERDAD 


Recordemos que una proposición universal atómica de L es una pro- 
posición de la forma “(x)---x---”, donde *-.-x---" es una función proposi- 
cional de la variable única “x”. Las proposiciones universales de L son 
proposiciones que formamos mediante un número finito de aplicaciones 
de la disyunción y la negación a partir de proposiciones atómicas uni- 
versales. Es conveniente dividir la primera definición de verdad en dos 
partes, que se aplican, respectivamente, la primera a las proposiciones 
universales atómicas y la segunda a las proposiciones no atómicas. 


¿En qué circunstancias podemos decir, a partir de la denotación, que 
una proposición universal atómica “(x)---x---” es verdadera? Parecería 
esencial cierta referencia a todo objeto, así como sólo a aquellos 
objetos x tales que ---x---: para la definición necesitaríamos una expre- 


120 | Verdad y denotación 


sión c que denotase todos los objetos de L y una expresión b que deno- 
tase sólo aquellos objetos x tales que ---x---. Pero, ¿cómo se han de re- 
lacionar entre sí c y b? Supongamos que se requiere que b comprenda ac: 
puesto que c es universal, b lo es también (IV, F); luego podemos decir 
que “(x)---x---" es verdadera en L si y sólo si x3---x-=-" es una constante 
predicativa universal de L. 

La siguiente abreviatura es conveniente para enunciar con precisión 
tal definición de verdad: 

“ec Sa” d' abrevia (Ea) (Eb) (FuncPropUna a,b . c = (brepinv,a) 
. d = (b cu a)). 

cc Sa” d' se cumple sólo cuando c es un abstracto y d la corres- 
pondiente proposición atómica universal (la *S” de esta abreviatura está 
encaminada a sugerir “substitución”, palabra que parece adecuada, pues 
formamos c a partir de d suprimiendo el primer paréntesis izquierdo de d 
y substituyendo el primer pd por la izquierda de d por epin»v). 

Podemos, pues, decir que una proposición universal atómica a es 
verdadera en L si y sólo si existe un abstracto b que sustente la relación 

sa” Con a y que sea universal. 

(1) “Vrd, a” abrevia ((PropUnivAt a . (Eb) (Univ b . bSg?"" a)y. 
(El subíndice “1” sirve simplemente para indicar que éste es el primer 
predicado de verdad, al cual va a seguir un segundo.) 


Definimos ahora el concepto de verdad aplicado a las proposiciones 
universales no atómicas de L. Recordemos de (II, G) que cualquier pro- 
posición universal puede llevarse a una forma normal conyuntiva equi- 
valente. Toda forma normal conyuntiva es una conyunción de disyun- 
ciones, siendo cada componente mínimo de cada disyunción un cons- 
tituyente atómico o la negación de uno. ¿En qué circunstancias querría- 
mos decir que una proposición universal (no atómica) es verdadera? 
En lugar de considerar la proposición misma consideremos una forma 
normal conyuntiva suya: ésta será una conyunción de disyunciones y, 
por tanto, será verdadera sólo cuando todos los miembros de la conyun- 
ción (o miembros conyuntivos) sean verdaderos; pero cada miembro 
conyuntivo mínimo es a su vez una disyunción, y por ello será verdadero 
sólo cuando al menos uno de los miembros disyuntivos mínimos sea 
verdadero; y cada miembro disyuntivo mínimo es, o bien una propo- 
sición universal atómica o bien la negación de una. Por tanto, podemos 
decir que una proposición atómica no universal c es verdadera si y sólo si 
existe una proposición a que es una forma normal conyuntiva de c, 
y si para todos los miembros conyuntivos mínimos b de a, o bien existe 
una proposición universal atómica d como miembro disyuntivo mínimo 
de b, y d es verdadera (en el sentido de *Vrd,”), o bien existe un e tal que 
e es la negación de una proposición universal atómica d, siendo e un 
miembro disyuntivo mínimo de b y d no es verdadera (en el sentido de 
“Vrd,'). Este enunciado puede tomarse como una definición tosca; 
a fin de hacer'a precisa, necesitamos algunas definiciones más de tipo 
sintáctico. ? 

Primero necesitamos una definición formal del concepto de forma 
normal conyuntiva. Hemos tratado este concepto de un modo no forma- 
lizado en (IL, G), limitándonos a las proposiciones universales; conserva- 
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remos aquí esta limitación, pues son éstas las únicas clases de proposi- 
ciones para las cuales necesitamos una forma normal conyuntiva. 

Se dirá que una expresión a es una disyunción de proposiciones ató- 
micas universales o de sus negaciones si y sólo si está construida (a par- 
tir de proposiciones atómicas universales o de sus negaciones) íntegra- 


mente por medio de “v”. Podemos definir tal cosa por medio de ingre- 
dientes enmarcados: 


“Disy a” abrevia “(Eb) (a IngEnm b. (c) (c IngEnm b:>: PropUniv- 
At c .v. (Ed) (PropUnivAt d . c = (tilde d)) .v. (Ed) (Ec) (dAnt, 
c. e Ánt,c . c = (d uve e)))). 

Se dirá que una expresión a es un miembro disyuntivo mínimo de b 
siempre que b sea una disyunción de proposiciones universales atómicas 
o sus negaciones, a sea una proposición atómica universal o la negación 
de una y a sea un segmento de b. 

“a DisyMin b* abrevia “(Disy b . (PropUnivAt a .v. (Ec) (PropUniv- 
At c . a = (tilde c))) . a Seg b)”. 

Se dirá que una expresión a es una conyunción (de cierto tipo) siem- 
pre que sea un ingrediente enmarcado de una expresión b, cada ingre- 
diente enmarcado de la cual, o bien sea una disyunción de proposiciones 
universales atómicas o sus negaciones, o bien esté construido a partir 
de ingredientes anteriores por medio de la conyunción. 

“Cony a” abrevia “(Eb) (a IngEnm b . (c) (c IngEnm b :>: Disy 

v. (Ed) (Ee) (d Ant, c . e Ant,c . c = (d punto e))))”. 

Se dirá que una expresión a es un miembro conyuntivo mínimo de b si 
y sólo si b es una conyunción (en el sentido definido), a es una disyunción 
(de proposiciones universales atómicas o sus negaciones) y a es un 
segmento de b pero no es un segmento de otra disyunción que no sea 
ella misma. 

“a ConyMin b” abrevia “(Cony b . Disya . a Seg hb. —(Ec) (Disy c 
.=C=a . a Seg c)). 

Teniendo estos conceptos presentes podemos definir el de forma 
normal conyuntiva, en el sentido que necesitamos para definir la verdad 
para las proposiciones universales. Una expresión a es una forma nor- 
mal conyuntiva (especial) de b, si, (i) a es una conyunción en el sentido 
definido, (ii) para toda proposición universal atómica c, si c es un seg- 


mento de a entonces c es un segmento de bh y viceversa y (iii) (a trigutón b) 
es un teorema lógico. Luego 


“a FNC b” puede abreviar *(Cony a . (c) (PropUnivAt c :5: e Seg a 
.=. C Seg b) . TeorLog (a triguión b)). 
Hemos puesto como condición que a esté construida a partir de proposi- 
ciones universales atómicas de b (o de negaciones de éstas). (También 
se podría exigir que cada proposición universal atómica de b o su 
negación reaparezca como miembro disyuntivo mínimo de cada miexm- 
bro conyuntivo mínimo de a; pero ello no es esencial.) 


Podemos ahora dar la definición precisa de verdad aplicada a las 


proposiciones universales no atómicas de L (definición que hemos dado 
antes sin formalizar). 


(11) *Vrd, a” abrevia (PropUniv a . —PropUnivAt a . (Eb) (b ENC a 
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. (c) (ce ConyMin b :>: (Ed) (PropUnivAt d . d DisyMin c . Vrd, d) .v. 
(Ed) (Ee) (PropUnivAt d . e DisyMin c . e = (tilde d) . —Vrd, d)))). 
Las definiciones (1) y (11) constituyen juntas una definición general de 
la verdad para todas las proposiciones de L. Podemos, pues, establecer 
que 
-“Vrd a” abrevia “(Vrd, a .v. Vrd, a)”. 
Cada proposición de L es, o bien una proposición universal atómica o 
bien una proposición universal no atómica, y, por tanto, si es verdadera, 
es verdadera en el sentido de “Vrd,” o en el de *Vrd,”. 


B. (OTRAS DEFINICIONES POSIBLES 


Veamos ahora varias definiciones de verdad distintas de la anterior. 

Obtendremos la primera de ellas reflexionando sobre el teorema de 
la forma normal prenexuada. Recordemos que las proposiciones en for- 
ma normal prenexuada son de la forma 

“(O0x,) . - - (Qx,) A”, 

donde x,,. . .,x, son variables distintas que aparecen en A, A no 
contiene cuantificadores ni otras variables libres que Xx,,... +. ,X, 
y cada “(Qx,)” es, o bien “(x,)” o bien “(E x,)”. El teorema de la forma 
normal prenexuada establece que, dada cualquier proposición B de L, 
existe al menos una proposición € en forma normal prenexuada tal que 
FC <= B. Podemos también pedir, sin pérdida de generalidad, que € 
comience con un cuantificador universal, como ya hemos indicado en 
(11, G): C será, por tanto, una proposición universal atómica. Estas 
observaciones sugieren otra definición de verdad que utilice formas 
normales prenexuadas en vez de formas normales conyuntivas: una 
proposición a de L será, pues, verdadera si y sólo si existe una proposición 
b tal que b sea una forma normal prenexuada de a y sea verdadera en el 


sentido de (1). 


Para precisar esta definición podemos suponer definido el concepto de 
forma normal prenexuada: 'a ENP b” expresará que a es una forma nor- 
mal prenexuada de b que comienza con un cuantificador universal. 
Ahora podemos definir la verdad así: 

(11D) *Vrd a” abrevia “(Prop a . (Eb) (Ec) (b FNP a . Unive. c Sit” 
b)y. 
Adviértase que esta definición no es sólo otra manera de indicar (1): 
puede decirse más bien que incluye las dos definiciones anteriores, (1) y 
(11). 
Más sencilla es la siguiente definición de la verdad: 
(IV) *“Vrd a” abrevia “(Prop a . (Eb) (Vbl b . Univ (bnepinvna (a 
punto bridAb)))) 
Una proposición *.--=-- ” de L es verdadera según esta definición si y 
sólo si cualquier abstracto de la forma *x3(---=-- . X= x)' es universal. 

Gracias al empleo de abstractos vacíos hemos de obtener una defi- 
nición aún más sencilla. Cualquier abstracto de MS, *x3=-==-- ”, es vacío 
si ----=-” es una proposición, porque la variable x no puede aparecer 
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libre en ella; *-...-- ” puede, pues, considerarse verdadera si y sólo si 
existe al menos un abstracto vacío correspondiente de la forma *x3-=====” 
. que sea universal, | 
(V). *Vrd a” abrevia “(Prop a . (Eb) (Vbl b . Univ (brepinvsa))). 
Esto nos proporciona una variante particularmente sencilla de las tres 
definiciones dadas. 

Tendremos una base para comparar estas diversas definiciones 
cuando hayamos considerado su adecuación. 


C. DEMOSTRACIÓN DE LA ADECUACIÓN 
Se dice que una definición de la verdad en L es adecuada, o que el 


concepto en ella definido es adecuado, si y sólo si cada fórmula del 
metalenguaje MS¿ de la forma 


(T) Vida 
es demostrable en MS cuando en lugar de “a? ponemos la descripción 
estructural de “----.- ”, siendo C=n===- ” cualquier proposición de la parte 


traducente de MSI 1, 

Nuestra tarea es ahora demostrar dentro de MS¿ que el concepto 
de verdad para L es adecuado en uno o varios de los sentidos definidos. 
Tomemos primero el concepto de verdad tal como se ha definido a 
base de las formas normales prenexuadas; demostrar la adecuación de 
esta Cefinición es particularmente sencillo y directo: implica demos- 
trar la Primera regla de adecuación, que es 

TCI. FVrda.=. ------, donde “a” se toma como descripción es- 
tructural de *--..-- y “s===-=” es una proposición de la parte traducente 
de MS; y *“Vrd” se define con arreglo a (111) del parágrafo ante- 
rior, $ B. 

La demostración tiene dos partes, de las cuales la primera hace 
patente el condicional de izquierda a derecha y la segunda de derecha 
a izquierda. Mostramos primero que 
(1) EFVida. DD. -..-- ; 
donde (etc.). Mediante el Teorema de la forma normal prenexuada sa- 
bemos que 

O , 
si “(x)---x---” es una forma normal prenexuada de '“------ ”. También es 
útil el siguiente lema: 

Lema CI. Si se toma “b* como descripción estructural de la pro- 
posición “(x)---x---”, de la parte traducente de MS, entonces 

FeoSi"b.D .(xMeDenx.= . ---x---). 
(Este lema es válido en virtud de la primera Regla de denotación 
(RDen1) y RSin4). Si consideramos *c” como descripción estructural de 
“X3--=x-=-", entonces evidentemente el lema es válido;p ero si tomamos 
“c” como cualquier otra descripción estructural, no se cumple *c Se"" b' 
y, por tanto, el lema es válido; luego, en virtud de RSin4, sabemos que 


yl 


1 Cf. A. Tarskt, op. cit., pp. 305-6 y R. CAnNAP, Introduction to Semantics, pp. 26-9. 


Obsérvese que al requerir la demostrabilidad de las fórmulas de la forma (T), esta de- 
finición de adecuación difiere quizá de las de TARSKI y CARNAP, 
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el lema es válido para la variable *c”.) Utilizando el Lema C1 tenemos que 
FbFNPa. Unive.cS2"b: 0 :(x)McDenx. = . ---x---), 
si (etc., como en la definición de “adecuación”) y *b” se toma como des- 
cripción estructural de *(x)---x---”. Luego también, puesto que “Univ c' 
es una hipótesis, tenemos que 
FBFNPa. Unive. cSi db: DO :(x)---x---, 
en donde (etc., acerca de “a? y “b”). Luego 
(2) FBENPa. Unive. 0 Sm bi O tmoo..-, 
en donde (etc., acerca de “a”) y *b” se toma como descripción estructural 
de cierta forma normal prenexuada de *------ ”. Pero (2) se cumple tam- 
bién cuando “b” se toma como descripción estructural de cualquier ex- 
presión que no sea una forma normal prenexuada de *....-- ”, porque en 
este caso 
Eb ENP a. 
Luego (2) es válido cuando *b” sea una descripción estructural cual- 
quiera. Empleando RSin4 tenemos inmediatamente, pues, (1). 


Para la segunda parte de la demostración hacemos ver que 


(3) Eoaammas . DD. Vrda, 
donde se toma “a? como descripción estructural de *...--- ”. Tomemos 
“(x)---x---”, igual que antes, como forma normal prenexuada de foco. Se 
Entonces 
E ammnas . LbENPa.cSri"b::bFNPa.cSz bo. (x)---x---, 
en donde “a” se toma como descripción estructural de la proposición 
Eumnnmo *. Por el Lema Cl tenemos que 
(4) E cacaos . DFENPa.cSib:D:DbENP a. CS bo, (K)ernXe==-. 
(x)(cDenx. = . ---x---), 


en donde (como anteriormente acerca de “a” y *b”). Por la sintaxis sa- 
bemos que 
(5) FbFENPa. >. PropUnivaAt b, 
e 
F PropUnivAt b . c Si” b: >) : ConsPred c. 
Tenemos así a partir de (4) que 
E ammnno . DENPa.cSz2"b:3:bFNPa.cSz"" b. Unive, 
en donde (como en (4)), y hemos empleado la definición de “Univ”. 
De aquí resulta que 
(6) ERoammaa- . LDFENPa.cSz"b:D:Vrda, 
en donde (como en la fórmula anterior), y hemos utilizado la defini- 
ción de “Vrd” a partir de “FNP”. Ahora podemos, evidentemente, demos- 
trar, partiendo de la sintaxis, que 
F PropUnivAtb. >) . (Ec)c Si” b. 
Empleando este resultado junto con (5), resulta de (6) que 


Ro omanno . LDENPa: D : Vrd a, 
donde (como anteriormente). Pero sabemos por las hipótesis acerca de 
6 a y “b' que 
FbENP a 


A partir de lo cual obtenemos (3). (3) y (1) juntos dan una demostra- 
ción de la Primera regla de adecuación. 

La demostración de la adecuación es algo más complicada cuando 
se hace sobre la base de (1) y (IT) (requiere entonces varios lemas re- 
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ferentes a las formas normales conyuntivas); la omitiremos. Se llama 
Segunda regla de adecuación (TC2) al enunciado de que el concepto 
de verdad según lo definen (1) y (II) es adecuado. 

Las demostraciones de las Reglas de adecuación tercera y cuarta 
(TC3a y TC3b) respectivamente para las definiciones (IV) y (V) son 
muy fáciles. La de (V) puede darse como sigue: empleando RDenl (o 
TE2(1V)) y RSin4 tenemos inmediatamente que 

Lema C2. FVblb. Dm. d(x)l(brepinuna) Den x. = . =e--- ), si 
se toma “a* como descripción estructural de una proposición *-=--=- j 
Está claro que esto es válido si se toma *b” como descripción estructural 
de una variable; si se considera *b” como una descripción estructural, 
pero no de una variable, la hipótesis es falsa: lo cual, por RStin4, veri- 
fica el lema. Luego también 


FVrda. >D.(ED(Vbl b . (x)((brepinuna) Denx.= . ------ ) . (x) 
(brepinv,a) Den x), 
si se toma “a? como descripción estructural de una proposición *-====- E 
Luego 
FYVrida.D. (x) RE . : 
O, puesto que el cuantificador “(x)” es vacío, 
EVrda.D . -...-- 


en donde (etc., acerca de “a”). Inversamente, si se toma “a” como des- 
cripción estructural de una proposición, 

F Prop a, 
y de ahí, por el Lema C2, 
Romramas . Vblb: D: Prop a. Vblb. (x)J((brepinvna) Den x . = 

AOS ) . (x)------ > 
en donde (etc., acerca de “a”). Observando que 
F (ED)VblI b, 
y “IPS 
FVblb. > . ConsPred (brepinvra), 
si (etc., acerca de “a”), tenemos que 
Eonannna .D . Vrda, 

si (etc., acerca de “a”). Esto completa la demostración de que la defi- 
nición (V) es adecuada. La de (IV) es análoga. 


Las demostraciones de adecuación para las definiciones dadas es- 
tablecen también su equivalencia mutua, como puede verse observando 
que cualquier proposición que es verdadera según una definición lo 
es también según cualquier otra, y viceversa. 

Con vistas al desarrollo subsiguiente supondremos que “Vrd” está 
definido por la definición particularmente sencilla (V) del $ B (a base 
de abstractos vacíos). 

Indicamos ahora dos importantes consecuencias de la (cuarta) Regla 
de adecuación. La primera es la Regla de negación: establece que si 
“a” se toma como descripción estructural de una proposición, entonces 
a es falsa si y sólo si (tilde a) es verdadera. 

TC4. F-Vrda. <= . Vrd (tilde a), si se toma “a? como descrip- 
ción estructural de una proposición *-=-==- ” de la parte traducente de 
MS5. La demostración, que emplea la (cuarta) Regla de adecuación, 
es inmediata si observamos que, por la hipótesis, “(tilde a)” es la descrip- 
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ción estructural de '=------". De un modo parecido puede demostrarse. 
la Regla de disyunción. | 
TC5. FVrda.v.Vrdb: = : Vrd (a uve b), si se toman “a y “b' 
como descripciones estructurales de proposiciones de la parte traducen- 
te de MS¿. 
Utilizando RSin4 podemos demostrar también que 


TC6. FPropa:>D:-Vrda. = .. Vrd (tilde a), 
TC7. FPropa.Propb: > :Vrd(auveb). = .(Vrda. v. Vrd b). 


D. CORRESPONDENCIA 


El poner la adecuación como condición no es un deseo gratuito: 
ahora que hemos mostrado que las definiciones dadas son adecuadas, 
tenemos la seguridad de que proporcionan una correspondencia apro- 
piada entre las expresiones de L y los objetos del campo fundamental 
de L. Parece esencial que exista una correspondencia de este tipo si 
hemos de usar el concepto de verdad en determinadas tareas (véanse, 
más adelante, el $ E y los $8 H-I); este tipo de correspondencia es 
también importante en terrenos más específicamente filosóficos: pues 
muestra que el concepto de verdad tal como ha sido definido está esen- 
cialmente de acuerdo con ideas muy antiguas acerca del significado de 
“verdad”. 

Cuando, dentro del contexto de un lenguaje sistemático, afirmamos 
que =.-..- , ello equivale a decir, según la condición de adecuación, que 
la expresión “a” es verdadera, en donde se toma “a” como descripción 
estructural de la proposición “------ ”. Seguramente nuestro empleo ha- 
bitual del término *verdadero” aplicado a proposiciones declarativas es 
más o menos vago e indefinido; y, sin embargo, parece que “verdadero” 
se aplica habitualmente a estas proposiciones de modo tal que se veri- 
fica esta equivalencia; podemos, pues, pensar que la precisa concepción 
semántica moderna de la verdad da una explicación—en el sentido de 
Carnap (1,E)—de conceptos anteriores de la verdad. | 

Parece asimismo que se obtiene el resultado de lo que tradicional- 
mente se llama 'teoría de la verdad por la correspondencia” cuando 
ocurre la condición de adecuación. El significado exacto de esta doc- 
trina queda muy poco claro sin una explicación precisa de lo que se 
entiende por “correspondencia”. Dado un sistema lingiístico L, pode- 
mos aclararla un poco diciendo que una proposición a de L es verda- 
dera si y sólo si lo que a afirma de los objetos de L ocurre efectiva- 
mente; si adelantamos un paso más y separamos de esta última frase 
las palabras que no sean fundamentales, acabamos enunciando una 
Regla de adecuación. Luego la llamada teoría de la verdad por la 
correspondencia parece quedar explicada por las modernas definiciones 
semánticas de aquélla en las que se verifica la condición de adecuación. 
Naturalmente, “correspondencia?” no aparece en absoluto como tér-. 
mino técnico en las definiciones exactas; pero el exigir la adecuación 
parece garantizar que se da el tipo de correspondencia deseado. 
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Se puede considerar, pues, siguiendo a Tarski, que la teoría semántica 
moderna de la verdad incorpora la concepción aristotélica clásica de 
ésta *, Si preguntásemos en qué condiciones una proposición en un sis- 
tema formal apropiado es verdadera o falsa, podría responderse según 
la concepción clásica con la famosa frase de Aristóteles: 


Decir de lo que es que no es, o de lo que no es que es, es falso, mien- 
tras que decir de lo que es que es o de lo que no es que no es, es ver- 
dadero ?. Si la definición de la verdad ha de conformarse a esta con- 
cepción, deben ser válidas todas las equivalencias de la forma siguiente: 

La proposición *---.-- ” es verdadera si y sólo si ------ 
En otras palabras, debe cumplirse la condición de adecuación. 


La condición de adecuación no debe, sin embargo, confundirse con 
una definición de la verdad. En cierto sentido, podría pensarse que hay 
que considerar un caso particular de una Regla de adecuación (en que se 
tome “a” como descripción estructural de una proposición específica 
cnnnn -") como definición parcial de la verdad, es decir, como definición 
de la verdad sólo para la proposición a. Pero la definición completa de 
verdad ha de ser más general, y debe darse para la variable “a”. La situación 
en la semántica es parecida a la que se produciría en aritmética si, por 
ejemplo, quisiéramos definir *4-”: no nos contentaríamos con defini- 
ciones de sólo “(2 + 3), “(6 + 7)”, etc., sino que exigiríamos una de- 
finición de “(x + y)”, siendo x e y variables numéricas; así también en 
semántica necesitamos una definición de “Vrd a” para la variable “a”. 
Igual que en aritmética la definición general de *(x + y)” es de hecho 
la suma lógica de un número infinito de definiciones parciales, así en 
semántica la definición general de verdad logra el efecto de una con- 
yunción lógica infinita de todas las definiciones parciales del tipo men- 
cionado. Igual que en aritmética hemos de asumir, de cierta forma, 
ecuaciones recurrentes o presuponer una lógica básica de gran alcance, 
así en semántica hemos de suponer una poderosa subestructura lógica 
o lograr el efecto de tales conyunciones infinitas de algún otro modo. 
Aquí se toma como elemento primitivo especial la denotación múltiple, 
la cual nos permite obtener lo que de otro modo sólo puede lograrse 
empleando medios lógicos de mayor alcance? (véase (VII, E), más 
adelante). Dada una definición general de verdad, como las anterior- 
mente dadas a base de la denotación múltiple, se demuestra una Regla 
de adecuación correspondiente; y se tiene entonces la seguridad de que 
la definición proporciona un concepto de verdad para el lenguaje es- 


tudiado que está aproximadamente de acuerdo con la concepción clá- 
sica. 


1. Además de Der Wahrheitsbegriff, véase el trabajo popular de Tarski «The 


Semantic Conception of Truth and the Foundations of Semantics», Philosophy and 
Phenomenological Research, 4 (1944). pp. 341-76 [traducción española, «La concepción 
semántica de la verdad y los fundamentos de la semántica», en Antología Semántica, 
compilada por Mario BuncE; Nueva Visión, Buenos Aires, (1960) (T.)]. Véase tam- 
bién, p. ej., A. KAPLAN, «What Good is “Truth*?», ibtd., 15, (1954), pp. 151-70. 

2 Cf. ARISTÓTELES, p. €j., Metafísica, 101727, 30-5. Ver también 1. M. BOCcHENSKI, 
Ancient Formal Logic (Nort-Holland Publishing Co., Amsterdam, 1951), p. 31. Véase 
también SanTo Tomas, De Veritate, Qu. 1, Art. 1, Resp. 

8 Como, por ejemplo, se hace en Der Wahrheitsbegriff. 
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Se debe recalcar que las definiciones semánticas de la verdad no 
proporcionan un criterio mediante el cual podamos determinar si una 
proposición dada es o no verdadera: la definición semántica nos da 
únicamente un análisis de lo que significa decir que una proposición 
es verdadera, es decir, una condición necesaria y suficiente bajo la cual 
podemos adscribir correctamente “verdadera? a una proposición. El 
decidir por medio de observaciones o experimentos, o por cualquier 
otro método, si una proposición es de hecho verdadera o falsa, no es 
asunto de la semántica: es, a grandes rasgos, la tarea de las ciencias 
especiales. La distinción que hemos hecho entre proporcionar un cri- 
terio y realizar un análisis es evidente, pero con frecuencia se pasa 
por alto. 


Carecerá, simplemente, de valor el rechazar el concepto semántico 
de verdad por su presunta falta de interés filosófico, como han inten- 
tado hacer muchos filósofos. Tenemos en la semántica moderna una 
explicación plena y lograda del concepto de verdad, un análisis lógico 
de uno de los conceptos filosóficos históricamente más importantes, 
en tanto que este concepto se aplica a las proposiciones de ciertas clases 
de sistemas lingúísticos formalizados. Los filósofos que trabajan con 
sistemas lingitísticos formalizados, en vez de hacerlo con lenguajes na- 
turales quizá incoherentes, están simplemente intentando realizar con 
más cuidado y con instrumentos intelectuales más seguros lo que los 
filósofos de vocación analítica han intentado siempre realizar. En el 
caso del concepto semántico de verdad, el análisis o explicación parece 
haber dado resultados totalmente satisfactorios: el antiguo problema 
del significado del predicado de verdad ha quedado plenamente escla- 
recido, si limitamos nuestra atención a cierto tipo de sistemas lingúís- 
ticos formalizados. En el capítulo 1 hemos comentado con cierta am- 
plitud lo conveniente de esta limitación. 


E. COHERENCIA SEMÁNTICA DE L 


Acabamos de dar una razón de la extraordinaria importancia del 
concepto semántico de verdad: la de que proporciona una explicación 
de un importante concepto filosófico. Pero hay también otras razones, 
una de las cuales presenta especial interés en relación con el concepto 
de coherencia. De hecho, un metalenguaje semántico que contenga un 
concepto de verdad para L adecuado posee, por regla general, el al- 
cance suficiente para permitirnos demostrar que L es coherente. 


Para ser algo más precisos recordemos de (111, H) que un sistema 
lingúiístico L, del tipo que estudiamos, es compatible o coherente si no 
existe ninguna fórmula a tal que a y (tilde a) sean ambas teoremas 
de L. Supongamos ahora que sabemos que L es incoherente: entonces 
sabemos también que existe al menos una fórmula A de L tal que A 
y su negación son ambas teoremas. Pero, recordando la ley de la lógica 
de funciones veritativas TB33(11): 


PA.<-A:D:B, 
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en la que A y B son fórmulas cualesquiera de L, y suponiendo que 
RA y FA 
podemos demostrar que 
FB 

para todo B; luego cualquier fórmula B de L es un teorema y, si B es 
una proposición, es de presumir que sea verdadera (véase, más ade- 
lante, el TE5a). Por tanto, en un L incoherente todas las proposicio- 
nes de L son verdaderas; todo L de este tipo parece carecer totalmente 
de interés científico o filosófico: en un L que sea incoherente en este 
sentido fundamental, se desvanece la distinción entre verdad y false- 
dad, no habría razones para intentar demostrar un teorema en un L 
incoherente (porque se podría demostrar su negación con igual facili- 
dad), y tampoco tendría sentido para un científico tratar de verificar 
por observaciones o experimentos una proposición de un L cuya inco- 


herencia conociese, pues ya sabría que era verdadera; igual que sabría 
que era falsa. 


Una de las razones de la utilidad del concepto semántico de verdad 
es la de que proporciona la base para una demostración de coherencia 
de amplia aplicabilidad. Con un metalenguaje semántico que contenga 
un concepto adecuado de verdad para L podemos demostrar por regla 
general la coherencia de L; y gran parte del interés matemático del 
concepto semántico de verdad nace de esta circunstancia. 


Mostraremos ahora cómo puede demostrarse, dentro de MS, la 
coherencia simple de L. 


Para demostrar que L es coherente debemos, naturalmente, emplear 
un razonamiento, y desarrollar un razonamiento es permitir ciertos 
métodos de deducción. Para dar una demostración de coherencia es 
siempre esencial especificar cuidadosamente qué métodos se permiten, 
sin lo cual la demostración queda incompleta y se carece de base para 
juzgar si es correcta. Aquí los métodos permitidos son los de MS, 
pero no sólo sus reglas lógicas, sino las lógicas y las no lógicas 
juntas: para la demostración de la coherencia de L necesitamos la to- 
talidad de MS. Demostraremos, pues, la coherencia simple de L me- 
diante un razonamiento semántico. 


Necesitamos unos cuantos teoremas preliminares referentes al con- 
cepto de verdad. El primero establece que todo axioma (lógico o no 
lógico) de L tiene una clausura (en el sentido de “Clau'””) verdadera. 

TEla. F(a)Jf(Axa. > . (Eb)(b Clau' a . Vrd b)). 

La demostración no es difícil. Sea “a” la descripción estructural de una 
expresión “---..- ” de la parte traducente de MS; que no contenga varia- 
bles libres. Supongamos que *------ ” es un axioma y también una fórmu- 
la; por la (cuarta) Regla de adecuación, 


EVida. ==. -..-- 
pero también 


Así, TEla se cumple para un “a” escogido de este modo. Supongamos 
después que “a” se toma como axioma, pero no como proposición; en- 
tonces, por un razonamiento análogo, existe cierta clausura de a que 


9 
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es verdadera, y para la cual es válido TEla. Si finalmente se toma “a” 
como descripción estructural, pero nó de un axioma, entonces 
FAx a, 
y por tanto se cumple TEla. Con estos tres casos y RSin4 se llega 
a TEla. 
Asimismo, usando la definición de “Vrd”, tenemos inmediatamen- 
te que 
TE1Ib. FVrda. >. Prop a. 
La ley siguiente establece que si a es verdadera y b es una genera- 
lización de a, entonces b es verdadera. 
TE2. FVrda.bGena: >: Vrd b. 
La demostración no es difícil si recordamos la ley (TC7a de (11)) refe- 
rente a los cuantificadores vacíos: sea fo... ” una proposición de la parte 
traducente de MS5; sabemos entonces por T'C7a (11) que 
(3) Eommunoo . De (X)---- y 
siendo x cualquier variable traducente. Tomando “a?” como descripción 
estructural de *------ ” y “b' como descripción estructural de “(x)------ á 
por (3) y la Regla de adecuación, 
(4) FVrda. bGena: >) : Vrd b. 
Supongamos ahora que “b* se toma como descripción estructural de 
una expresión que no sea una generalización de a. Entonces 
F =b Gen a, 
luego (4) es válido para todo b, por RSin4. Finalmente, si tomamos “a” 
como descripción estructural de algo que no sea una proposición, 
F —Prop a, 
de donde, por TEIb, 
E-—Vrd a. 
Luego (4) es válido para todo a, por RSin4. 


Tenemos una ley análoga acerca del Modus Ponens. 

TE3. FVida.Vrdb.cMPa,b:>:Vrdc. 

La demostración es parecida a la anterior. 

Combinando TE2 y TE3 tenemos que 

TE4a. + (c) (d) (e) (Vrdd . Vrde . c Cl d,e :>: Vrd c), 
y como corolario, 

TE4b. F (Ed) (d Clau” a . Vrd d) . (Ed) (d Clau” b . Vrd d) . c Cl 
a,b :3: (Ed) (d Clau” c . Vrd d). 

El teorema siguiente constituye un lema importante para la de- 
mostración de coherencia de L. Establece que todos los teoremas de L 
que son proposiciones son verdaderos. 

TES5. E (a) (Prop a . Teor a :>: Vrd a). 

Esto se demuestra por la Regla de ingredientes enmarcados, TG4 
(de (I11)), por la cual 

Fa IngEnm db. (c) (c IngEnm bh :>: (Ea”) (a Clau” c . Ax c) .v. 
(Ed) (Ee) (d Ant, c . e Ant,c . c Cl d,e)) . (c) (Ax c .. (Ea”) (a” Clau! 
c. Vrdo)) . (c) (d) (e) ((Ea”) (a” Clau' d.. Vrd a”) . (Ea”) (a* Clau'e . Vrd 
a”). c CI d,e :>: (Ea”) (a' Clau' c . Vrd a”) :>: (Ea) (a' Clau! a . Vrd a”). 
Pero la tercera y la cuarta de estas hipótesis están formuladas como 
teoremas por TEla y TE4b, luego podemos abandonarlas; llegamos a 
TE5 mediante una adecuada generalización, y en virtud de TG12c 
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(1D), y de la definición de “Teor”. (Obsérvese que TES podría también 
demostrarse a la manera de TEla; pero cf. TD10 (1X), más adelante.) 

Se necesita aún un lema más: 

TE6. + Propa .D. —(Vrda . Vrd (tilde a)). 
La demostración es inmediata valiéndose de T'C6. 

La Primera regla de coherencia es la siguiente: 

TE7. + —(Ea) (Prop a . Teor a . Teor (tilde a)). 
Para demostrarlo observamos que 

F Prop a . Teor (tilde a) : >: Vrd (tilde a), 
por TE5 y TG8e (111). Empleando de nuevo T.E5, tenemos que 
E Prop a . (Teor a . Teor (tilde a)) : >: ( Vrd a . Vrd (tilde a)), 

y por tanto que 

FE Prop a . <(Vrd a . Vrd (tilde a)) :D: —(Teor a . Teor (tilde a)). 
De aquí obtenemos TE7 apoyándonos en TE6. 

Puede demostrarse una Segunda regla de coherencia según la cual no 
existe ninguna fórmula, ya sea proposición o no, tal que ella y su nega- 
ción sean ambas teoremas. 

TE8. F (Ea) (Fmla a . Teor a . Teor (tilde a)). 

Cabe demostrar esto indirectamente suponiendo que exista una fórmula 
semejante; en tal caso, por la sintaxis admitida, 
E Teor a . Teor (tilde a) : >: Teor (a punto tilde a) 
F Fmla a . Teor (a punto tilde a) . Prop b :>: Teor b, 


E Fmla a . Teor (a punto tilde a) . Prop b :>: Teor (tilde b). 

Luego 

F— Fmla a . Teor a . Teor (tilde a) . (Eb) Prop b:>: (Eb) (Prop b . 
Teor b . Teor (tilde b)). 
Por contraposición y TE7 obtenemos TE8, observando que 

F (Eb)Prop b 

Estas demostraciones de coherencia hacen patente que dentro de 
MS; puede establecerse la coherencia de L; y adviértase que podemos 
establecerla ya sea L en realidad coherente o no. Pues, si L es incohe- 
rente, entonces MS, que contiene una traducción de L, lo es también y, 
por tanto, contiene como teoremas todas sus fórmulas; pero si L es 
coherente, y más si es coherente junto con la sintaxis, entonces MS? 
es también coherente, como veremos dentro de un momento (cf. tam- 


bién (XIII, E)). i 


F. ALGUNOS CONCEPTOS SEMÁNTICOS ULTERIORES 


A base del concepto semántico de verdad para L pueden definirse 
otros varios importantes conceptos semánticos ?, algunos de los cuales 
son importantes por sí mismos o corresponden de un modo más o 
menos tosco a importantes conceptos de uso corriente. 

Evidentemente, una proposición es falsa si y sólo si no es verdadera. 

“Fls a? abrevia “(Prop a . —Vrd a)” 


1 Cf. R. CARNAP, Introduction to Semantics, pp. 35-40 y otras, 
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Se dice que una proposición a implica (materialmente) una proposición b 
si y sólo si a es falsa o b es verdadera. 

“a Imp b” abrevia (Prop a . Prop b . Fls a .v. Vrd by. 
Una proposición a es equivalente a una proposición b si y sólo si a y b son 
ambas verdaderas o ambas falsas. 

“a Equiv b” abrevia “(Vrd a . Vrd b :v: Fls a . Fls by. 
Se dice que unas proposiciones a y b están disyuntas o que son miembros 
disyuntivos si al menos una de ellas es verdadera 

“a Disy b” abrevia “(Prop a . Prop b : Vrd a .v. Vrd by, 
y se dice que son excluyentes si no son ambas verdaderas, 

“a Excl b” abrevia (Prop a . Prop b . —(Vrd a . Vrd b)). 
Finalmente, se dice que unas proposiciones a y b están conyuntas o 
que son miembros conyuntivos si son ambas verdaderas, es decir, si 
no son excluyentes, 


“a Cony b* abrevia “(Prop a . Prop b . =—a Excl by. 


Con la ayuda de estas definiciones podemos construir equivalentes 
semánticos precisos de las llamadas tablas veritativas. Ocupémonos 
primero de la negación. Es evidente que 

TFla. + Prop a:0:Vrda.=. —Fls a, 

y, naturalmente, 

TFIb. F Prop a::Flsa.=. —Vrd a. 
Acerca de la disyunción podemos demostrar que 

T F2a. + Prop a . Prop b:>:a Disy b.=. (Vrd a . Vrd b :v: Vrd 
a . Fls b :v: Fls a . Vrd b), 


TF2b. F Prop a . Prop b:3: a Disy b ..=. (Fls a . Fls b). 
Tenemos también los siguientes teoremas referentes a la equivalencia: 


TF3a. F Prop a . Prop b:>:a Equiv b.=.(Vrd a. Vrd b :v: Els a. 
Fls b). 


TF3b. + Prop a . Prop b:D: —a Equiv b .=. (Vrd a . Fls b :v: 
Fls a . Vrd b). 
En el caso de la relación Imp de la implicación material, tenemos que 
TFd4a. + Prop a . Prop b:>:a Imp b.=. (Vrd a . Vrd b :v: Fls 


a . Vid b :v: Fls a . Fls b), 


TF4b. + Prop a . Prop b:D: —a Imp b .=. (Vrd a . Fls b). 
Y, finalmente, para la conyunción, 


TF5a. + Prop a . Prop b:>: Cony b ..=. (Vrd a . Vrd b), 


TF5b. + Prop a . Prop b:>: =a Cony b .=. (Vrd a . Fls b :y: 
Fls a . Vrd b :v: Fls a . Els b). 

Como consecuencias de TC6 y T'C7 tenemos también que 

T'F6a. + Prop a . Prop b:>: Vrd (a dscd b) .=. a Imp b, 

TF6b. + Prop a . Prop b:>: Vrd (a punto b) .=. a Cony b, 

TF6c. + Prop a . Prop b :>: Vrd (a triguión b) .=. a Equiv b, 

TF7a. + Prop a . Prop b:>:a Imp b.=. (Vrda .=. Vrd db), 


TF7b. + Propa . Prop b:>3:a Equivb.=. (Vrda .=. Vrd b). 


Es evidente, por RDen2, que las constantes lógicas *v”, *”, etc., no 
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pueden considerarse denotadoras en el sentido de “Den”, por no ser 
constantes predicativas. Esto no obstante, podemos demostrar las desta- 
cadas propiedades semánticas de estos conceptos, como hacen ver los 
teoremas anteriores: en particular, TC6 y TC7 dan las propiedades 
semánticas básicas de *—” y “v” respectivamente, y los teoremas que 
acabamos de reseñar dan las propiedades básicas de *.”, *D” y “=” 
Estos conceptos se interpretan en MS, en el sentido de que la verdad 
(o falsedad) de los enunciados de L que los contienen es reductible a la 
verdad (o falsedad) de los elementos que constituyen dichos enun- 
ciados. Así pues, para nuestros fines actuales no hay ninguna necesidad 
de considerar que “-” o *v” denoten en ningún sentido. 

En (11T, HB) se definió el concepto de completitud de una clase virtual 
de proposiciones: aquel concepto era sintáctico, pues no se hacía en 
el definiens referencia alguna a conceptos semánticos. Ahora podemos 
definir un concepto semántico de completitud —a base del concepto 
semántico de verdad— del modo siguiente: 

“CmpltSem F” abrevia *((a) (Fa .>. Prop a) . (a) (Vrd a . Fa :>: 
Teor a)). 

Una clase virtual de proposiciones es completa en este sentido siempre 
que cada proposición verdadera que sea miembro de ella sea un teorema 


de L 


Estos dos conceptos de completitud para L son equivalentes partien- 
do de una hipótesis adecuada acerca de F. 

TF8. E (a) (Fa .>. E(tilde a)) : >: Cmpht F .=.CmpltSem F. 

La demostración de derecha a izquierda se apoya en T'C6; para la de 
izquierda a derecha, observamos que, por TE5, 

F (a) (Fa :>: Prop a . (—Teor a .>. Teor (tilde a))) . >. (a) (Fa .>. 
Prop a) . (a) (Fa . —Vrd (tilde a) : >: Teor a). 

De ahí el teorema (utilizando de nuevo T'C6). 

Si tomamos aquí F como “azProp a”, obtenemos un teorema que 
dice que L es completo en uno de estos sentidos si y sólo si es también 
completo en el otro. 

En L —y, por tanto, en MS— podemos lograr el mismo efecto 
que se obtiene cuando se dice que el dominio fundamental de L se 


compone de un solo objeto, de dos objetos, etc., para cualquier n fijo 
finito. Sea 


“DEL1” la abreviatura de “(x) (y) y = a”, 

“DEL?” la de (Ex) (Ey) (x=y.()(=xw. v.z = y))”, 
etcétera. Existen sistemas L cuyos dominios fundamentales se compo- 
nen sólo de un número fijo finito n de objetos, y por ello estos conceptos 
pueden ser últiles al describir algunas de sus propiedades semánticas. 

Observamos finalmente (y esto será útil más tarde) que existe un L 
que es completo, coherente, y cuyo campo fundamental se compone de 
un solo objeto. Para ver esto, supongamos que L contiene una sola cons- 
tante predicativa primitiva monádica, *P”, y dos reglas no lógicas, a 
saber | 

| F Px, 
Y 
E 
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Llamaremos L* a este sistema. Intentamos demostrar, dentro de 
MS;*, que 
F Coher azProp a . Cmpl azProp a . DFL*1. 


Se sigue de TE7 que 

F Coher azProp a. 
Es inmediato que se cumple “DFL*1”; pero podemos mostrar también 
que toda fórmula de L* es un teorema y, por tanto, que L* es completo; 
con este objeto anotamos los siguientes teoremas sintácticos: 


T'F9a. E (c)(d)MeM(Teor d .v. Teor (tilde d)) . (Teor e .v. Teor (tilde 
e)) . c = (d uve e) : >: Teor c .v. Teor (tilde c)). 

TF9b. + (c)l(dK(Teor d .v. Teor (tilde d)) . c 
.v. Teor (tilde c)). 


TF9c. + (c)I(d(Teor d .v. Teor (tilde d)) . (c Gen d .v. c Abst d): >* 
Teor c .v. Teor (tilde c)). 
Luego, 

TFIO. + (ci(d)(eM(Teor d .v. Teor (tilde d)) . (Teor e .v. Teor (tilde 
e)) . (c = (tilde d) .v. c = (d uve e) .v. c Gen d .v. c Abst d) :>: Teor c 
.V. Teor (tilde c)). 
(T'F9c es válido en todo £, en virtud de T'F10). Pero para L* también 

TFlla. + (a) (FmlaAt a .>. Teor a). 
Adviértase que los dos axiomas de L* son ambos fórmulas atómicas; 
pero generalizándolas y utilizando después R5” podemos demostrar 
como teorema cualquier otra fórmula atómica. "Tenemos como conse- 
cuencia inmediata de TFlla que 


TFIIb. + (a) (FmlaAt a : >: Teor a .v. Teor (tilde a)), 
Empleando ahora T'F10 y la Regla de ingredientes enmarcados, TG4 
(11D), tenemos que 


T Fl12a. E (a)J(Fmla a :>: Teor a .v. Teor (tilde a)), 
Luego también que 

TFI2b. E (a) (Prop a :5: Teor a .v. Teor (tilde a)). 
Sabemos así que L* es completo, y por tanto que 

TF'13. + Coher azProp a . Cmplt azProp a . DFL*1. 
T'F13 no tiene de por sí gran importancia, pero será útil en (IX, 6), 
para la demostración de la coherencia relativa de la semántica intra- 
ducente. 


= (tilde d) :>: Teor e 


G. COHERENCIA RELATIVA DE MS; 


Hemos mostrado anteriormente que podemos establecer la cohe- 
rencia de L dentro de MS;. Pero, ¿qué seguridad tenemos de que las 
propias reglas y axiomas de MS no conducen a contradicción? Para 
poder dar una respuesta completa a esta pregunta necesitaríamos, 
naturalmente, una demostración de coherencia para la totalidad de 
MS5; no daremos aquí tal demostración, cuyo carácter dependería 
fundamentalmente de la estructura axiomática de L; pero si por el 
momento suponemos que £, junto con la sintaxis elemental, es coherente 
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(en un sentido apropiado), entonces podemos mostrar que MS¿ es tam- 
bien coherente, del modo que sigue ?. 


Supongamos que el sistema lingijístico que obtenemos adjuntando a 
M una traducción de L sea coherente; a partir de este lenguaje conjunto 
formamos MS, tomando “Den” como elemento primitivo adicional. 
Las dos Reglas que hemos adoptado referentes a “Den” son RDenl y 
RDen2 (1V, D); recordemos que RDen1 es una especie de ley de reducti- 
bilidad: todas las cuestiones acerca de si ciertas expresiones de L de- 
notan tales y cuales objetos deben solventarse en MS; recurriendo funda- 
mentalmente a esta ley; las cuestiones referentes a la denotación se 
reducen, en efecto, a cuestiones no lingiísticas, y cualquier contradic- 


ción que se haya de obtener a partir de RDen] se reduce inmediata- 
mente a una contradicción en L. 


Sea A una fórmula de MSI, en la notación primitiva, que contenga 
una o varias apariciones de “Den” en contextos de la forma “a Den x”, 
tomando “a” como descripción estructural de *P” o de un abstracto 
“x3---x---” que no contenga variables libres. Supongamos que queremos 
demostrar A dentro de MS: procederíamos del modo siguiente. Se 
construye primero una fórmula correspondiente, A”, de MS que no 
contenga apariciones de “Den”, remplazando todas las partes “a Den x” 
de A por *---x-=-” (si “a” se toma como *x3---x---”) o por “Px” (si “a” se 
toma como “pe”). Si F A” de MS sin usar RDenl, entonces podemos 
demostrar que + A. Para ello basta observar simplemente que 
(1) FA” = A, 
suponiendo RDen]. Si encontrásemos que A conducía a una contra- 
dicción, A” lo haría también; pero si A” es demostrable sin emplear 
RDen1, no puede conducir a una contradicción, dado el supuesto de 
que las partes traducentes y sintácticas de MS son, juntas, coheren- 
tes. Luego los casos particulares de RDen1 empleados para demostrar 
(1) son coherentes con los axiomas precedentes de MS¿ y, si los añadi- 
mos a las reglas de MS, la única contradicción que podría resultar 
sería una que pudiera demostrarse a partir de las reglas precedentes. 


Puede hacerse ver del mismo modo que cualquier otro número finito 
de casos particulares de RDenl1 posee una coherencia relativa análoga. 
Pero todos los casos particulares de RDenl1 forman juntos un todo 
infinito. Supongamos, por un momento, que podamos demostrar una 
contradicción a partir de este todo infinito: en dicha demostración 
podemos emplear o no RSin4; supongamos que no lo hacemos. Cual- 
quier contradicción de este tipo puede, pues, transformarse en una 
contradicción demostrable a partir de una clase finita de casos particula- 
res de RDen1, porque en este caso la demostración sólo puede com- 
prender un número finito de etapas y, por tanto, sólo puede utilizarse 
un número finito de casos particulares de RDen1 ; ahora bien, cualquier 
clase finita de casos particulares de RDenl es relativamente coherente 
del modo indicado. Por lo tanto, no puede demostrarse ninguna contra- 
dicción a partir de la totalidad de los casos particulares de RDenl1 si 
no se utiliza RSin4. Supongamos ahora que sí se utiliza RSin4 en la 


1 Cf. TarnskI, Der Wahrhetsbegriff, pp. 379-86. 
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supuesta demostración de la contradicción, junto con todos los casos 
particulares de RDenl ; podemos suponer después que se lleva a cabo 
el procedimiento de remplazamiento del párrafo anterior, deduciendo 
así la contradicción sin usar RDen1. Por lo tanto, a partir de la totali- 
dad de los casos particulares de RDenl mo puede deducirse ninguna 
contradicción usando RSin4 si la sintaxis y el lenguaje objeto subya- 
centes son coherentes juntos. 

Si añadimos ahora RDen2 a las precedentes reglas de MS¿, se 
sigue un resultado análogo. A partir de RDen2 podemos demostrar 
inmediatamente que 
(2) Fa Den x .D. ConsPred a, 
si “a” se toma como descripción estructural de *P” o de un abstracto 
(que no contenga variables libres), y también que 
(3) F a Den x .. ConsPred a, 
si “a? se toma como descripción estructural de una expresión de L que no 
sea la descripción estructural de *P” o de un abstracto. (También pode- 
mos obtener RDen2 a partir de (2) y (3) juntos, empleando RSina, 
de suerte que (2) y (3) juntos son deductivamente equivalentes a RDen2). 
Consideremos ahora cualquier teorema A de MS que contenga “Den” 
y que se pueda demostrar sin utilizar RDen2. Por lo pronto, Á no puede 
ser contradictorio, excepto si el conjunto de M y L contiene ya una 
contradicción. Supongamos ahora primero que Á contiene *Den” sólo 
en contextos “a Den x” (en donde “a? se toma como descripción estruc- 
tural de *P” o de un abstracto y x es cualquier variable de la parte tra- 
ducente de M.S5); en este caso, a es ya una constante predicativa, de mo- 
do que nada más puede demostrarse por RDen2 (más específicamente, 
por (2)): en particular, pues, empleando RDen2 no puede demostrarse 
ninguna contradicción. Consideremos ahora un A, demostrable sin 
usar RDen2, que contenga una parte de la forma “a Den x' en la que “a 
se tome como descripción estructural, pero no de “P” ni de un abstracto, 
Ningún A de este tipo es contradictorio, por hipótesis. Para todo “a 
de la clase indicada saberaos que 

F —ConsPred a, 
y, por tanto, por RDen2 (o (3)), 

F (x) —a Den x. 
Formemos ahora A” a partir de A remplazando todas las partes de la 
forma “a Den x” por (Px. —P x)”; es evidente entonces que 
FaDenx.=.(Px.-—P x), 
dada la hipótesis acerca de “a”; por lo tanto 
FA =A', 

y cualquier contradicción demostrada mediante el uso de RDen2 es 
reductible a otra demostrada sin él. Luego no puede surgir ninguna 
contradicción a consecuencia de añadir RDen2 a las otras reglas. 


Este razonamiento es todavía algo vago y está establecido sin forma- 
lizar, en un lenguaje natural; para hacerlo más preciso sería necesario 
utilizar un meta-metalenguaje formalizado. Sin embargo, no hay nece- 
sidad de construir semejante lenguaje, dada nuestra presente finalidad, 
y este argumento no formalizado debe bastar para convencernos de la 
coherencia relativa de MS. 
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Sabemos por el apartado anterior que si el conjunto de L y M es 
coherente, MSz lo es también y, por tanto, que no pueden surgir las 
paradojas semánticas, en particular la de Epiménides (tratada muy so- 
meramente en (1, ')). Tenemos, por tanto, la seguridad de que MS; 
proporciona una base segura para la semántica de L. 

Al construir MSj se ha mantenido meticulosamente la distinción entre 
lenguaje objeto y metalenguaje. Sin embargo, surge de un modo natural 
la cuestión de si para mayor seguridad (esto es, coherencia) debe mante- 
nerse esta distinción, o si quizá puede debilitarse en algunos aspectos o 
incluso eliminarse totalmente; en otras palabras, podemos preguntarnos 
si y hasta qué punto un lenguaje L puede contener su propio metalen- 
guaje. Puesto que el metalenguaje puede ser sintáctico o semántico, 
hemos de considerar dos clases de cuestiones: abordamos así los impor- 
tantes temas de la autorreferencia sintáctica y semántica. 


Gódel ha hecho ver que todo sistema lingiiístico L (de los tipos 
clásicos familiares) que contenga la aritmética elemental contiene, en 
cierto modo, su propia sintaxis +. El método consiste esencialmente 
en establecer una correlación entre los números y las expresiones de L, 
de tal modo que todos los conceptos sintácticos definidos más arriba, 
en el capítulo 111 y passtm, se transformen en conceptos aritméticos. 
Muy grosso modo, el método es el siguiente. 


Naturalmente L ha de contener la aritmética o algún equivalente 
de ella. Supongamos que contiene la aritmética y, por tanto, los números 
“1”, “2”, etc., como constantes definidas o primitivas. Demos a los sím- 
bolos primitivos de L un orden arbitrario; podemos luego pensar que 
existe una correlación entre el número 1 y el primer símbolo, el 2 y el 
segundo, etc.; ahora, en vez de hablar dentro de M de los símbolos pri- 
mitivos de L, podremos hablar de los números que les corresponden 
dentro de L mismo, y tenemos, asimismo, una determinada operación 
numérica correlativa del encadenamiento; cabe considerar, por lo 
tanto, que cada predicado sintáctico del capítulo 111 es ahora, en virtud 
de la correlación, un predicado aritmético. Empleando “x”, *x””, etc., co- 
mo variables de L, podemos definir 

tx Acab a”, 
para significar, por ejemplo, que la expresión cuyo número de Gódel 
correspondiente es x acaba (en el sentido definido en (III, D)) la expre- 
sión cuyo número de Gódel es x' ; y los otros conceptos pueden definirse 
de un modo análogo. Hacemos así de la sintaxis una rama de la arit- 


mética, y no parece que esta correlación dé origen a una incoherencia 
en £. 


Ocupémonos muy brevemente de una importante circunstancia que 


tiene lugar si L contiene su propia sintaxis aritmetizada del modo que 
acabamos de describir. 
1. Ver, especialmente, K. GúDEL, «Ueber formal unentscheidbare Sitze der Prin- 


cipia Mathematica und verwandter Systeme Tb», aii hs fúr Mathematik und 
Physile, 38 (1931), pp. 173-98. 
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Admitimos que los correlativos aritméticos de RSin1-RSin3, TG4 
(11) y TG13 (UT), son demostrables en L (es conveniente que ocurra 
así cuando L ha de contener su sintaxis completa en el sentido tratado 
en el capítulo 111). No necesitamos admitir la demostrabilidad de un 
correlativo aritmético de RSin4, puesto que el concepto de demostración 
para un sistema que contenga semejante regla requiere permitir una 
infinidad de premisas, como ya hemos observado, y no hemos definido 
aquí este sentido ampliado del concepto de demostración. 

Enumeremos las diversas fórmulas de L de tal modo que podamos 
distinguir una primera fórmula, una segunda, etc. Sea f,x el número 
de Gódel asignado a la x-ava fórmula de esta enumeración: f, es una 
función numérica monádica que tiene como argumentos números 
enteros y toma como valores números enteros, y que es definible dentro 
de L. (La auténtica definición presupone algunos tecnicismos aritmé- 
ticos y no es necesario darla aquí.) Podemos definir otra función nu- 
mérica a partir de “f,”: 

“goy” abrevia “(qis cuexis (qisnidr y punto foy)). 
“gus”, “cuexis”,n”, etc., se usan aquí en su sentido aritmetizado. Dado 
un número entero y, g, y es el número de Gódel de la fórmula 
(Ex) (1 = y - ==400-), 

siendo “---x---" la fórmula y-ava en la enumeración y una función pro- 
posicional de la variable única “x”. Todos los conceptos que esto impli- 
ca pueden definirse en L, si admitimos que contiene una aritmética de 
alcance suficiente. 


Supongamos ahora que, además de contener su propia sintaxis, L 
contiene su propio concepto semántico de verdad; supongamos, pues, 
que “Vrd” sea un predicado numérico (definido o primitivo) de L que 
exprese el concepto de verdad en L; admitamos también que se intro- 
duce “Vrd” de forma que sea un predicado adecuado en el sentido ante- 
riormente definido. Consideremos ahora el enunciado. 

(1) E (ax) (--20--- .=. —Vrd gpx), 
siendo “---x---" una función proposicional de la variable única “x”; 
estas fórmulas son teoremas de L, dada la correlación de los conceptos 
numéricos y sintácticos, y porque admitimos que *“Vrd” se ha de intro- 
ducir aritméticamente. La misma función proposicional 
(2) A 
aparece en la enumeración f,: supongamos que tiene el número ko, 
de suerte que fyk, sea el número de Gódel de la fórmula (2). A partir de 
(1) tenemos, mediante una regla de cuantificación, que 
(3) Ra=ky==- .=. —Vrd gh. 
Pero, empleando esta vez una regla de adecuación, tenemos también que 
FA .=. Vrd gpko, 

en donde A es la fórmula de L cuyo número de Gódel es gpk,; esta 
fórmula es, evidentemente, 

(Ex) (a = ko . ---2---). 
Luego tenemos que 
(4) | F (Ex) (x = ky . ---x---) .=. Vrd gh. 
utilizando un equivalente aritmético de TE8 (1D), podemos deducir 
inmediatamente una contradicción a partir de (3) y (4). 
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Ya hemos sugerido antes que, dentro de los límites de lo que hasta 
ahora conocemos, un lenguaje L sintácticamente autorreferente no en- 
cierra peligros: si no existía ninguna razón previa para pensar que 
semejante L fuese incoherente, tampoco la habrá ahora para tener tal 
incoherencia por efecto de la autorreferencia sintáctica. Sin embargo, 
se desprende del razonamiento que acabamos de dar que la autorre- 
ferencia semántica es peligrosa y puede conducir a una antinomia: la 
proposición que (3) afirma ser un teorema, enuncia que determinada 
proposición 
(5) eliga 
se cumple si y sólo si no es verdadera; y la misma proposición (5) habla de 
sí misma, adscribiéndose en efecto la propiedad de la falsedad. Este 
tipo de proposiciones autorreferentes es peligroso y conduce directa- 
mente, en las debidas circunstancias, a una contradicción. 

Hemos hecho ver, siguiendo a Tarski, que puede mostrarse la incohe- 
rencia de cualquier sistema lingiístico L (del tipo que estudiamos) si 
éste contiene su propio concepto adecuado de verdad, y que la demostra- 
ción es esencialmente una adaptación del tipo de razonamiento que se 
usa para sacar consecuencias de la paradoja de Epiménides *. La 
autorreferencia de tipo semántico es en cierto modo excesiva y conduce 
a una contradicción; por lo tanto, algunas clases de autorreferencias 
son legítimas mientras que otras no son admisibles. En el momento 
actual, no ha sido aún aclarado en absoluto cómo se traza con preci- 


sión la línea divisoria entre las clases de autorreferencia admisibles e 
inadmisibles ?. 


Nada de lo que se ha dicho aquí descarta la posibilidad de que pueda 
construirse un metalenguaje semántico de otra clase, en el cual no 
surjan las paradojas semánticas pero que quepa interpretar de forma 
que contenga de algún modo su propio concepto de verdad. De hecho, 
formularemos semejante metalenguaje en un capítulo posterior, (X, G), 
en relación con la semántica intraducente. 

Observamos que, para que MS contenga de un modo coherente un 
concepto de verdad adecuado para L, ha de ser esencialmente más rico 
en modos de expresión y de deducción que L mismo*: ha de incluir, 
como ya hemos indicado, no sólo traducciones de los símbolos de L, 
sino también nombres descriptivo-estructurales de estos símbolos, 
junto con “Den”; además, y por encima de estos nuevos elementos pri- 
mitivos, MS; ha de contener otros axiomas suplementarios, como 
hemos visto: RSin1-RSin4 y RDen1-RDen2 cumplen este fin y propor- 


cionan así un alcance deductivo mayor que el de L solo. 


Si L contiene la aritmética, podemos lograr el efecto de los nombres 
descriptivo-estructurales mediante el método de Gódel de la aritmeti- 
zación dentro de L mismo. Pero no podríamos lograr también el efecto 
de “Den” dentro de L y conservar la coherencia, porque si dispusiésemos 


: 1 C£. A. Torskt, Der Wahrhettsbegriff, pp. 370-8. 
2 Cf. F. B. FrrcH, Symbolic Logic An Introduction, pp. 217-25. 
8 Cf. A. Tarski, Der Wahrheitsbegriff, passim, y «Grundlegung der wissenschaf- 


tlichen Semantik», Actes du Congrés International de Philosophie Scientifíque, WI 
(1936), pp. 1-8. 


140 o Verdad y denotación 


de esta relación o de un equivalente aritmético de ella, podríamos de- 
finir “Vrd” y reconstruir así la paradoja de Epiménides. No obstante, 
sería posible desarrollar de un modo coherente la semántica de L aña- 
diendo un elemento semántico primitivo a base del cual fuese definible 
un predicado aritmético “Vrd”. Supongamos que se toma —como 
antes— una forma de denotación múltiple como elemento primitivo: 
RDenl y RDen2 se transforman ahora en reglas aritméticas que ca- 
racterizan dicho elemento primitivo, y RSinl1-RSin4 se vuelven axio- 
mas o teoremas aritméticos de L, siendo de este modo RSin4 una regla 
de inducción infinita para números enteros. Evidentemente, el meta- 
lenguaje que resulta —al cual podríamos llamar MSZ+— es esencial- 
mente más rico que L. La coherencia de MS5* relativa a la de L puede 
demostrarse de un modo análogo, en lo esencial, al del $ G. MSZ* es 
un metalenguaje particularmente sencillo para lenguajes objeto L 
que contengan la aritmética y posee por sí mismo cierto interés. 

Si L es coherente no puede contener su propio concepto adecuado de 
verdad, ni tampoco MS¿ o MS¿* pueden contener sus propios concep- 
tos adecuados de verdad respectivos. Pero si se toma L como MS?”, 
para un L” apropiado puede llegarse a un metalenguaje semántico ba- 
sado en la denotación múltiple mediante una ampliación apropiada 
de los métodos descritos (puesto que en este caso L contiene SRin4, 
el concepto de “Teor” debe ampliarse convenientemente o tomarse 
como elemento primitivo sintáctico adicional *). Este metalenguaje 
puede llamarse 

MS; 
MSp ”. 
Y podrá, pues, contener de un modo coherente un concepto de verdad 
adecuado, no para él mismo, sino para MS;. L' podría a su vez tomarse 
como metalenguaje semántico de determinado L””, etcétera. 


Í. INDECIDIBILIDAD Y VERDAD 


Para terminar el estudio en este capítulo del concepto semántico de 
verdad, indicaremos muy someramente su relación con el importante 
concepto de indecidibilidad. Se dice que una proposición de L es una 
proposición indecidible de L si y sólo si ni ella ni su negación son teo- 
remas de L. 

“Prl a” abrevia “(Prop a . —Teor a . —Teor (tilde a))”. 
Demostraremos a continuación muy brevemente la existencia de pro- 
posiciones indecidibles. Para esta demostración podemos emplear 
MS5*, y suponer que este metalenguaje esté desarrollado siguiendo 
líneas análogas a las de MS; por ello los diversos teoremas de MS; 
dados anteriormente reaparecerán «hora como teoremas aritméticos de 
MS5* (las variables sintácticas “a”, etc., han de entenderse ahora como 
variables numéricas). Nos referiremos a estos teoremas aritméticos 


1 Sobre las propiedades sintácticas de “Teor” en este sentido amplio, véase, por 
ejemplo, B. RosseR, «Gódel Theorems for Non-Constructive Logics», The Journal of 
Symbolic Logic, 2 (1937), pp. 129-37. 
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por su número, es decir, refiriéndonos en su lugar a los teoremas co- 

rrespondientes de MS. | 
Dentro de MS¿* podemos demostrar, usando el razonamiento de 

Gódel, una fórmula estrechamente relacionada con la (1) del $ H pre- 

cedente, pero remplazando *Vrd” por “Teor”: 

(1) F (a) (---a--- .=. —Teor 2,4), 

tomando “g,” como en el $ H; a partir de ella, cuando “---a---” es la 

k¿-ava fórmula en la enumeración f,, tenemos, igual que en el $ H, 


(2) Eo==ky--- .=. —Teor gphp. 
A partir de las Reglas de adecuación (8 C) y TE8 (1D), llegamos a 
===liy-=- .=. Vrd gok.o. 


Sea Jo = 8pkp- Entonces 
(3) F Vrd jo -=. —Teor jo. 
¡La proposición *---k,---" tiene la extraordinaria propiedad de ser verda- 
dera si y sólo si no es un teorema! 

Podemos ver ahora que ni la proposición “---k,---” ni su negación 
son teoremas de L. Sabemos por TE6 que 
(4) F Prop a .=. —(Vrd a . Vrd (tilde a)), 
entendiendo (tilde a) aritméticamente (si a es el número de Gódel de 
una fórmula, (tilde a) es el número de Gódel de la negación de dicha 
fórmula). 
Por TE5a tenemos que 


(5) F Prop a:D:Teor a .D. Vrd a, 
y también, análogamente, que 
(6) F Prop a :>: Teor (tilde a) . >. Vrd (tilde a) 


Empleando (3) y (5) y recordando los teoremas de la lógica de funciones 
veritativas 


PRADA.D.A 


y PA==B.=.-A=B, 
tenemos que 
(7) F Prop Jo ->- Vrd jo, 


luego, por (3) otra vez, que 

F Prop Jo - >. —Teor Jo 
Análogamente por (4), (6) y (7) 

Prop Jo - >. —Teor (tilde j,). 

Luego, combinando estos teoremas y abandonando la condición *Prop 
Jo» que evidentemente se cumple, 
(8) FE =Teor jo . —Teor (tilde j,) 
Toda proposición j, de este tipo es indecidible en L, porque ni ella ni su 
negación son teoremas de L. 

Pero adviértase también que, debido a (7), ¡y es verdadera. Dentro 
de MS5* (una formalización que contiene un concepto de verdad 
adecuado para L), las proposiciones indecidibles de L se vuelven verda- 
deras. Vemos, pues, que MS¿* proporciona un método sistemático de 
tratar las proposiciones indecidibles de L ?. 

Obsérvese que esta demostración de la existencia de proposiciones 
indecidibles implica una referencia esencial al concepto de verdad, y, 


1 Este razonamiento es esencialmente el de Tarski en Der Wahrheitsbegriff, 
pp. 401-2. 
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por tanto, se da en el metalenguaje semántico MSZ+. La existencia de 
semejantes proposiciones puede también demostrarse en L mismo si 
este lenguaje contiene su propia sintaxis en la hipótesis de que L sea 
coherente). "Tenemos como teorema que 

(9) Coher azFmla a : >: T-eor jo . —Teor (tilde j,) 

Su demostración implica algunos tecnicismos aritméticos de que no 
necesitamos ocuparnos ahora ?. 


Debemos mencionar un importante corolario de (9): a saber, que si 
L es coherente, entonces el enunciado de £ que dice que L es coherente 
no es a su vez un teorema de L. Sea m, el número de Gódel de este 
enunciado, esto es, el número de Gódel de *Coher azFmla a”. Entonces, 
(10) Coher azFmla a .>. —Teor m, 
Pues supongamos que se tuviera 
Coher azFmla a . Teor mo,. 
Teniendo en cuenta (9), debíamos saber que 
—Teor jo. 
Pero recordando que 7, es el número de Gódel de *--j,”, o sea de *---ky---”, 
sabemos, también por (9), que 
Teor (my dscd j¿), 
tomando esta vez 'dscd” en un sentido aritmético. Luego 
—Teor j¿ . Teor (m, dscd jo). 
Pero entonces, al emplear el equivalente aritmético de TG7b (111), 
deberíamos tener que 
—Teor jo . Teor jo 
lo cual es contradictorio. Luego (10) es válido. 


Al tratar de la autorreferencia y la indecidibilidad hemos empleado 
una sintaxis aritmetizada. Existen también otros métodos que no usan la 
aritmética explícitamente, pero que no son esencialmente diferentes 
(por ejemplo, podríamos hacer ver, siguiendo a Quine, que M o L con- 
tienen proposiciones indecidibles si se interpretan de un modo apropia- 
do “5” y los elementos primitivos descriptivo-estructurales: cf. (X, G)). 
Sin embargo, hemos preferido seguir el método original de Gódel, 
aun cuando el resumen que hemos dado de él ha tenido que ser vago e 
inexacto en varios respectos. 


En síntesis; hemos visto en este capítulo que el concepto semántico 
de verdad es de capital importancia por cinco razones: (1) proporciona 
una explicación de antiquísimos conceptos filosóficos acerca de la ver- 
dad; (2) los metalenguajes que lo contienen permiten usar un método 
de amplia generalidad para demostrar la coherencia; (3) el concepto 
de verdad ofrece una base a partir de la cual pueden definirse otros 
importantes conceptos semánticos; (4) las consideraciones acerca del 
concepto de verdad nos capacitan para una comprensión más completa 
de la naturaleza de la autorreferencia semántica; y (5) los metalen- 
guajes que contienen el concepto de verdad de L proporcionan un modo 
sistemático de tratar cualesquiera proposiciones indecidibles que pueda 
contener L£. 


1 Véase GÓDEL, op. cit., también B. RosseEr, «Extensions of Theorems of Gódel 
and Church», The Journal of Symbolic Logic, 1 (1936), pp. 87-91. 


CAPÍTULO vi 


o 


A 


Teoría de conjuntos y teoría de tipos 


La semántica desarrollada en el capítulo anterior es aplicable a 
cualquier lenguaje objeto de primer orden, L, que no contenga constan- 
tes individuales ni funcionales como elementos primitivos. La descrip- 
ción sintáctica de la parte lógica —por así decirlo— de L ha sido for- 
mulada explícitamente en el capítulo 111; pero la parte no lógica se ha 
dejado allí incompleta. Hemos especificado que, además de sus axiomas 
lógicos, L ha de contener algunos axiomas no lógicos o descriptivos que 
caractericen las propiedades o relaciones a las que se refieren las cons- 
tantes predicado primitivas; también hemos especificado que ciertas 
traducciones de estos axiomas no lógicos deben reaparecer como axio- 
mas del metalenguaje semántico MS. Consideremos ahora los axiomas 
no lógicos de determinado L algo más de cerca, dando un análisis sin- 
táctico y semántico exacto de ellos. 


Si tomamos para L el sistema (Z) de Hilbert-Bernays esbozado en 
(11, L), los axiomas no lógicos son los axiomas Z1-Z7 tal cmo los hemos 
dado allí; si consideramos que L es un lenguaje que expresa ciertas 
partes de la física clásica —es decir, de la mecánica newtoniana—, 
entonces los axiomas no lógicos han de comprender en parte ciertas leyes 
básicas de esta ciencia; y si quisiéramos adoptar un L que fuese un 
sistema lingiístico para la teoría clásica de los números reales, podría- 
mos tomar como axiomas no lógicos, por ejemplo, los estudiados por 
Huntington o Tarski *. Para estudiar la parte no lógica de L podríamos 
investigar con más detalle cualquiera de estos lenguajes; sin embargo, en 
lugar de uno de ellos estudiaremos en el presente capítulo dos importantes 
sistemas lingúísticos de primer orden, de mucho mayor alcance: serán 
éstos, (1) un sistema basado sobre la teoría zermeliana de conjuntos, y 
(2) un sistema basado sobre la teoría de tipos simplificada de Russell. 
Son tres las razones de su elección. En primer lugar, ambos son sistemas 
lingúíísticos extraordinariamente importantes, que han despertado 
gran interés en el mundo científico, en el que son conocidos desde hace 
varios años: contienen ambos amplios sectores de la matemática y 


1 E. V. HuntINcrTOnN, «A Set of Postulates for Real Algebra, comprising Postu- 


lates for a One-Dimensional Continuum and for the Theory of Groups», Transactions 
of the American Mathematical Society, 6 (1905), pp. 17-41; y A. TARSKI, Introduction 
to Logic (Oxford University Press, New York, 1941), p. 214 y pp. 217-18. 
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—que se sepa— ninguno de ellos es incoherente. En segundo lugar, 
puede tomarse como metalenguaje semántico, para cualquiera de estos 
sistemas, un metalenguaje tal como MS5, exactamente del mismo modo 
que para los sistemas más sencillos. Estos dos tipos de sistemas lingúís- 
ticos vienen teniendo una posición algo anómala con relación a los mo- 
dos más usuales de formular la semántica *: los métodos empleados 
para los lenguajes objeto más sencillos no son aplicables a ellos sin 
ampliación previa y, por tanto, han de superarse varias dificultades 
antes de conseguir semántica alguna para este tipo de lenguajes. 


La tercera razón para considerar estos lenguajes de gran alcance en 
lugar de otros más limitados es que la mayor parte de los lenguajes 
filosóficos o científicos bien desarrollados pueden considerarse como uno 
u otro de ellos, debidamente ampliado mediante la adición de ulteriores 
constantes primitivas no lógicas. La mayoría de tales lenguajes contie- 
nen bastantes matemáticas, luego parece natural considerar aquí sis- 
temas de gran alcance que puedan proporcionar prácticamente todas 
las matemáticas necesarias; podríamos, naturalmente, considerar len- 
guajes más limitados que necesitasen una ampliación para determina- 
dos fines concretos; pero no ha de surgir ninguna complicación si nos 
ocupamos desde el principio de los sistemas lingiiísticos de mayor 
alcance. ? 


Quizá sea necesario recomendar precaución con la expresión “no 
lógico”. Algunos considerarían que la totalidad de la teoría zermeliana 
de conjuntos o de la teoría de tipos de Russell constituye una lógica; 
y desde este punto de vista los axiomas de estos lenguajes se llamarían 
también lógicos (véase más adelante el $ G). Pero estas lógicas son tales 
en un sentido muy amplio del término; a lo largo de todo este libro 
entendemos “lógica” en el sentido estricto tratado en el capítulo 11, 
y por “no lógico” entendemos 'no (lógico-en-el-sentido-clásico-elemental)”. 
Esta decisión acerca de la extensión de la palabra lógica” es, en parte, 
cuestión de convención; lo importante es sencillamente hacer resaltar 
el sentido sumamente estricto en que se usa tal palabra en todo el 
libro 3. 

En el $ A esbozaremos, en parte de un modo no formal, una teoría 
axiomática de conjuntos. Después, en el $ B, se darán, dentro de un 
metalenguaje formalizado, definiciones formales del concepto de axioma 
de teoría de conjuntos y de otros conceptos sintácticos y semánticos 


1 Véanse, p. ej., A. TARSKI, Der Wahrheitsbegriff, pp. 363-9 y «On Undecidable 
Statements in Enlarged Systems of Logic and the Concept of Truth», The Journal 
of Symbolic Logic, 4 (1939), pp. 105-12; J. KemenNY, «Type Theory vs. Set Theory», 
resumen en The Journal of Symbolic Logic, 15 (1950), p. 78; H. Wanc, «Truth Defi- 
nitions and Consistency Proofs», Transactions of the American Mathematical Society, 
73 (1952), pp. 243-75. Véase también más adelante el capítulo VII, $ E. 

2 Este capítulo sigue de cerca el trabajo del autor «On Truth and Multiple Deno- 
tation», The Journal of Symbolic Logic, 18 (1953), pp. 11-18. Véase también «What is 
a Rule of Languaje?», Science, Language and Human Rights, Papers of the American 
Philosophical Association, Eastern Division (University of Pennsylvania Press, Phila- 
delphia, 1952), pp. 105-25. [La traducción española de este último trabajo está in- 
cluida en la ya citada Antología Semántica, pp. 2183-40 (T.).] 

3 Cf. especialmente R. CARNAP, The Logical Syntax of Language, passim., 
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relacionados con él. Daremos en el $ C un esquema nou formal de un sis- 
tema basado en la teoría simplificada de tipos, como preliminar a una 
formulación más rigurosa en el $ D, y en el $ E se esbozarán las propieda- 
des semánticas básicas de este sistema. En el $ F se hacen algunas 
observaciones acerca del procedimiento mediante el cual se dan inter- 
pretaciones a un sistema logístico. Finalmente, describimos en el $ G, 
muy brevemente, los llamados sistemas lingiiísticos de orden superior. 

El lector a quien no interesen estos sistemas lingúísticos de gran 
alcance, o las diversas teorías semánticas que vamos a tratar en el 
próximo capítulo, puede pasar directamente al capítulo VITI, que trata 
de la semántica intraducente. Este capítulo y el siguiente son ligera- 


mente más difíciles que los que siguen, y quizá también de menor 
interés filosófico. 


A. SISTEMA S DE ZERMELO-SKOLEM 


La teoría de conjuntos que hemos elegido es, en lo esencial, la forma 
de Church de la teoría de Zermelo-Fraenkel-Skolem *. Existen también 
otros tipos de teoría de conjuntos ?: en cada tipo se trata de dar un 
análisis implícito del concepto de conjunto, uno de los fundamentales 
de la matemática moderna: los diferentes tipos de teorías de conjuntos 
caracterizan este concepto de diferentes modos, y quizá ninguno sea 
todavía plenamente satisfactorio; al escoger la teoría de Zermelo- 
Fraenkel-Skolem no pretendemos que sea ésta la más satisfactoria. 
No presentaremos la teoría con mucho detalle, pues su estudio corres- 
ponde en rigor a las matemáticas: trataremos únicamente de sus funda- 
mentos, los cuales, sin embargo, se esbozarán con cierto cuidado 3. 


El sistema formalizado se llamará S. S es un caso particular de L£, 
por lo cual la lógica básica que necesitamos es simplemente la de L con 
inclusión de la identidad. La única constante predicado primitiva no 
lógica se simboliza por “e”. Las fórmulas atómicas son de la forma 


(1) x E y, 
siendo x e y variables; podrían también escribirse 
“exy” 


1 Véase E. ZERMELO, «Untersuchungen ¡ber die Grundlagen der Mengenlehre 1», 
Mathematische Annalen, 65 (1908), pp. 261-81, y Th. SkoLem, «Einige Bemerkungen 
zur axiomatischen Begrúndung der Mengenlehre», Wissenschaftliche Vortrúge gehalten 
auf dem Fiúnften Kongress der Skandinavischen Mathematiker in Helsing.fors vom 4. bis 
7. Juli 1922 (Helsingfors, 1923), pp. 217-32. 

2 Por ejemplo, las de Von NeuMANN, BERNAYS, GÓDEL. Véanse J. VON NEUMANN, 
«Eine Axiomatisierung der Mengenlehre», Journal fiir die reine und die angewandte 
Mathematik, 154, (1925), pp. 219-40 (y Berichtigung, ibtd., 55 (1926), p. 128) y «Die 
Axiomatisierung der Mengenlehre», Mathematische Zeitschrift, 27 (1928), pp. 669-752; 
P. BERNAYS, «A System of Axiomatic Set Theory», The Journal of Symbolic Logic, 2 
(1937), pp. 65-77; 6 (1941), pp. 1-17; 7 (1942), pp. 65-89 y 133-45; 8 (1943), pp. 89-106; 
13 (1948), pp. 65-79 y 19 (1954), pp. 81-96; K. GóDEL, The Consistency of the Conti- 
nuum Hypothesis (Princeton University Press, Princeton, 1940). Cf. también el sistevra 
de la Mathematical Logic de Quine, edición revisada. 

2 Véase una útil exposición del tema en A. FRAENKEL, Abstract Set Theory (North 
Holland Publishing Co., Amsterdam, 1953). 
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para conformarlas con la notación del capítulo II (siendo *e' una cons- 
tante predicado monádica), pero (1) es más usual. S no contiene cons- 
tantes individuales ni funcionales. (Por razones de conveniencia con- 
tinuaremos haciendo uso de “ax”, *y”, “2, “w” y “u” como variables del 
lenguaje objeto en vez de sólo “x”, “x”, *x'”, etc.) Debe considerarse 
que las variables abarcan un dominio fundamental de conjuntos; “e 
simboliza una relación llamada pertenencia: una fórmula tal como 
“x e y” debe leerse “el conjunto x pertenece al conjunto y” (o bien, “el 
conjunto x es un miembro del conjunto y”). 


Los axiomas no lógicos de S proporcionan un modo de caracterizar la 
relación e de pertenencia a un conjunto. La idea básica que aportan 
estos axiomas es, muy someramente, la siguiente: admitimos primero 
la existencia de dos conjuntos por lo menos, un conjunto nulo (S2, 
más abajo) y un conjunto infinito (S7); admitimos después que, dado 
uno o varios conjuntos determinados, existe otro conjunto (que tiene 
una propiedad dada), el cual de un modo u otro depende del conjunto o 
de los conjuntos dados. Por ejemplo, S3 estipulará que dados unos 
conjuntos cualesquiera x e y existe un conjunto cuyos únicos miembros 
son estos conjuntos: así, dado el conjunto nulo y el conjunto infinito, 
existe según S3 un conjunto del cual son éstos los únicos miembros. 
De un modo análogo, los axiomas estipulados por S4, S5, S6, S7, S8, 
S9 y SI0 afirman la existencia de ciertos conjuntos en el supuesto 
de que se disponga ya de otros. De este modo, a partir de los conjuntos 
establecidos por S2 y 5S7, creamos nuevos conjuntos, conjuntos de 
conjuntos, etc., según van siendo necesarios. 


Las reglas siguientes nos proporcionan los axiomas no lógicos de S. 
La primera estipula el Axioma de extensionalidad, según el cual dados 
dos conjuntos x e y en los cuales cada miembro de x es un miembro de 
Y, y viceversa, x e y son idénticos. 


SI. + (NG :r.=.2€y) .D. x= y). 


a regla siguiente establece el Axioma de existencia del conjunto nulo. 
Este axioma enuncia que existe al menos un conjunto que no tiene 
ningún miembro. 


S2. E (Ex)l(y)—y € x. 
La tercera regla estipula el Axioma de emparejamiento, según el cual, 
dados dos conjuntos cualesquiera x e y, existe un conjunto z cuyos 
miembros son, o bien x, o bien y. 


S3. F(A(N(Ezd(wW(wez:=:w=x.v. w = y). 


(Adviértase que cada una de estas reglas estipula que una proposición 
concreta de S es un axioma; todas las reglas lógicas enunciadas en el 
capítulo 11, que hemos presupuesto, estipulan que infinitas fórmulas 
son axiomas; y algunas reglas no lógicas que daremos después estipulan 
también una infinidad de fórmulas. Se podría enunciar, por ejemplo, 
S2 de un modo más general a fin de que estipulase una infinidad de 
axiomas; S2 se podría leer: 


F (Ex)(y)=y € x, 


siendo x e y variables distintas de S : para cada elección diferente de las 
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variables tendríamos aquí un axioma distinto. Pero esto no es necesario, 
porque cada proposición de la forma 

(Ex)(y)—y ex, 
para x e y distintas, se sigue de S2 por las reglas de cuantificación; 
por ello hemos enunciado esta regla a partir de variables escogidas en 
concreto.) 


El cuarto axioma que se requiere es el Axioma de las sumas, dado por 
la regla siguiente: 

S4. E (2) (Ey) (7) (ey .=. (Ew) (€ w . we x3)). 
Dado cualquier conjunto x, existe al menos un conjunto y cuyos miem- 
bros son precisamente los miembros de los miembros de x : este conjun- 
to y es la suma del conjunto de conjuntos x. 


El Axioma de potencia establece que, dado cualquier conjunto x, 
existe un conjunto y cuyos miembros son precisamente los subconjuntos 
de x. Puede definirse 

“xx C y como “(z) (zex. D . Ze y), siendo x e y variables cuales- 
quiera y z cualquier variable distinta de x e y. 


Cabe decir, pues, que un conjunto x es un subconjunto de un conjun- 
to y si y sólo si para todo conjunto z, si z es un miembro de x entonces 
z es un miembro de y. La regla siguiente da el Axioma de potencia. 

S5. E (2) (Ey) (7) (28y..=.z C 3). ? 

Obsérvese que, de estas cinco reglas, sólo S2 estipula un axioma ple- 
namente existencial; S3, S4 y S5 establecen axiomas de tipo existencial 
condicionado : enuncian que, dado tal y tal conjunto (o tales conjuntos), 
existe un conjunto dependiente de él (o de ellos) del modo descrito. 


Necesitamos dos axiomas específicos más. El primero, el Axioma de 
elección, es también un enunciado existencial condicionado. Afirma que, 
dado cualquier conjunto x no nulo de conjuntos no nulos en el cual no 
haya dos miembros que tengan un conjunto en común, existe un con- 
junto que tiene un conjunto en común, y sólo uno, con cada miembro de x. 


S6. E (a) ((Ey) yex.(y(yex.. (Ezz e y). (Ey) (Ez) (yex . 
zEx.—y=2%.(Ew) (we y . wez)) :>: (Ey) (2) (2€x .D. (Ev) (u) 
((uez.uey).=. u = w))). 

El Axioma de infinitud es plenamente existencial, y afirma que 
existe al menos un conjunto x que tiene como miembro el conjunto 
nulo y tal que si un conjunto y es un miembro de x, entonces cual- 
quier conjunto cuyo único miembro sea y es también un miembro de x. 


S7. + (Ex) ((y) ((Edzey .D.yex).(yNlyex.>. (3) ((w) (wez . 


al 


.-=. W= y) .D. 2 € 4))). 
Además de estas siete reglas necesitamos otras tres de carácter algo 
distinto: cada una de ellas estipula una infinidad de axiomas. 


La primera regla es la Regla de formación de subconjuntos (Ausson- 
derungsaxiom). 


S8. E (x) (Ey) (2) (3 € y .=. (2€ x . A)), siendo A cualquier fórmula 
de S que no contenga ni “x” ni “y” como variables libres. 
Dada cualquier función proposicional A de este tipo, la regla establece 
como axioma que, dado cualquier conjunto x, existe un conjunto y 
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cuyos miembros son precisamente aquellos miembros de x para los 
cuales se realiza A. 

La Regla de substitución (Ersetzungssaxiom), que se requiere para 
ciertas partes de la teoría transfinita de números, enuncia que: para 
cualquier conjunto de conjuntos x, y para cualquier relación definible 
tal que para cada conjunto y que sea miembro de x exista un conjunto 
(y sólo uno) para el cual y soporte esta relación, existe un conjunto 
z cuyos miembros son precisamente los objetos para los cuales los 
miembros de x soportan dicha relación. 

S9. F (2) ((y) (yex .. (Ez) (wm (A .=. w= 2)) .. (Ez) (vw) (w0 e z 
.=. (Ey) (y e x . A))), siendo A una fórmula que no contenga ni “x” ni 
“2” como variables libres. 

Finalmente, la Regla de fundación o consolidación (Axiom der Fun- 
dierung) restringe de hecho el número de conjuntos a aquéllos que pue- 
den obtenerse mediante un número finito de etapas. Establece, digamos, 
que, dada una propiedad (definible) poseída por al menos un con- 
junto, existe al menos un conjunto x que tiene dicha propiedad, pero 
tal que ningún miembro de x la tiene. En rigor esta regla no es nece- 
saria, pero facilita algo el desarrollo deductivo del sistema. 

S10. + (Ex) A .D. (Ex) (4 . (Ey) (y e x . B)), siendo A una fór- 
mula que no contenga “y” como variable libre y siendo B diferente de A 
sólo por contener apariciones libres de *y” allí y sólo allí donde haya 
apariciones libres de “x” en A. 


Los axiomas lógicos son R1-R8 y Abst y las reglas de deducción MP 
y Gen. Si se quiere se puede prescindir de introducir la identidad como 
elemento primitivo, pues puede definirse así: 

“x = y” abrevia (2) (zex . =. z€ y), en donde x e y son variables 
cualesquiera y z cualquier variable distinta de x e y. 
R7 es, pues, inmediatamente demostrable. En lugar de S]1 admitiríamos 
ahora que 

F (a) (y) (2) (a =y:D:x€2.D.ye€2). 
Entonces R8 es igualmente demostrable. 
- También puede simplificarse S más en otros aspectos, si se quiere ?. 

Si fuésemos a desarrollar detalladamente las consecuencias de S1-S10 
veríamos que todos los conceptos básicos de la matemática moderna 
están en cierto sentido contenidos implícitamente en S: no sólo es defi- 
nible cada uno de estos conceptos, sino que también los teoremas fun- 
damentales que a ellos se refieren son demostrables dentro de S. Para 
ver esto explícitamente, tendríamos que construir primero la aritmé- 
tica elemental, seguir con la teoría de los números racionales, luego con 
los reales, reales con signo y complejos, demostrando los teoremas bá- 
sicos de cada uno de estos campos. Después podríamos seguir con la 
topología, la geometría, el álgebra moderna, etc., mostrando cada vez 
cómo cada uno de estos campos de la teoría matemática puede acomo- 
darse efectivamente dentro de $. 


1 Véanse, p. ej., W. ACKERMANN, «Mengentheoretische Begrindung der Logik», 
Mathematische Annalen, 115 (1937-8), pp. 1-22, y H. Wanc, «On Zermelo”s and von 
Neumann's Axioms for Set Theory», Proceedings of the National Academy of Scien- 
ces, 35 (1949), pp. 150-55. 
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Si quisiéramos emplear S para otros fines que el de desarrollar la 
matemática, añadiríamos a S predicados primitivos no lógicos adecuados 
al tema científico filosófico tratado; añadiríamos después a las reglas 
no lógicas de S otras reglas igualmente no lógicas que caracterizasen 
estos nuevos elementos primitivos; la teoría resultante sería la teoría 
zermeliana de conjuntos aplicada al campo científico o filosófico con- 


creto escogido. Hasta la fecha se ha trabajado muy poco en aplicar esta 
teoría a dichos campos. 


B. DerinicióN DE “ÁXIOMA DE S” DENTRO DE MS) 


Reflejemos ahora el contenido de la sección anterior en un meta- 
lenguaje formalizado. Tomando S como L, podemos especializar MS; 
a fin de que proporcione una semántica a S: en este caso hablaremos 
de MS, el MS; específico que toma S como lenguaje objeto. 

S contiene sólo una constante predicado primitiva: “e”. En MS) 
emplearemos “ep? como nombre descriptivo-estructural de este símbo- 
lo. Usamos “ep” en lugar de “pe”, pues sugiere “e” con más claridad. 
Asimismo, escribimos 
? “(qisnepaqisnac)”, 

etcétera, en vez de 
“(epaqisnqisnac)”. 
Teniendo presente este ligero cambio, presuponemos toda la parte sin- 
táctica de MS), desarrollada igual que en el capítulo 111, sin más que 
leves alteraciones. Pero debemos aportar ahora una definición de axto- 
ma no lógico (o, como puede también decirse, axioma de teoría de con- 
juntos); y podemos darla como sigue. 

Para cada una de las reglas S1-S10 dadas más arriba tenemos aquí 
una definición correspondiente. 

Una expresión a de MS; es un Axioma de extensionalidad de S si 
y sólo si tiene la forma apropiada de un axioma estipulado por Sl. 

“AsExt a” abrevia “a = (qis cu qisnac cu (qisnacnac cu (qisnacracA 

epnqis triguión qisnacnaciepaqisnac) dscd qisnidaqisnac)). 
La correspondencia con S] parece obvia. (Obsérvese que usamos aquí 
“(gisnac)” como descripción estructural de “y”, (qisnacrac) como des- 
cripción estructural de “2”, etc., porque el uso de “y”, “2”, etc., en la 
sección anterior era sensu stricto ilícito.) 

De un modo parecido pueden definirse los siguientes conceptos: 

“AxCnjtoNulo a” correspondiente a S2, 


“AxPar a” correspondiente a S3, 

“AxSum a correspondiente a S4, 

“AxPot a” correspondiente a S5, 

*AxElecc a? correspondiente a Só, 
y 

“AxInf a” correspondiente a S7. 


En el caso de la regla S8, la definición formalizada es sólo ligera- 


mente más complicada: se requiere una cláusula adicional en el defi- 
niens, Podemos establecer que 


150 : o Verdad y denotación 


*AxFormSbcnjtos a abrevia ((Eb)(Fmla b . -qis VLbb . —(qisnac) 
VLb b . a = (qíis cu qisnac cuexis qisnacrac cu (qisnacracrepaqisnac tri- 
guión (qisnacnacrepnqis punto b))))”. | 

Correspondiendo a S9, 

*AxSust a* abrevia “(Eb)(Fmla b . —qis VLb b. —(qisnacrac) VLb b 
. a = (qis cu (qisnac cu (qisnacheppqis dscd qisnacnac cuexts qisnac 
nacnac cu (b triguión qisnachachacatd aqisnacnac)) dscd qisnacrac 
cuexis qisnacrachac cu (qisnacnacnachepaqisnacnac triguión qisnac 
cuexis (qisnachepnqis punto b)))))”. 

Igualmente, correspondiendo a S10, el «Axiom der Fundierung», 


“AxFund a” abrevia “(Eb)(Ec)(Fmla b .c sE b. —(qisnac) 


VLD b . a = (qís cuexis b dscd qis cuexts (b punto tilde qisnac cuexts (qisnac 
nepnqis punto c))))”. 

Una expresión de S es un axioma de conjuntos si está estipulada 
por una de las reglas S1-S10 : 

“AxCnjtos a” abrevia ((AxExt a . v.. AxCnjtoNulo a . v . AxPar 
a. v. AxSuma . v. AxPota . v. AxElecca . v .. AxInfa . v. Ax 
FormSbcnjtos a . v . AxSust a . v . AxFund a)”. 

En rigor tendríamos que escribir “AxCnjtos, a”, porque el concepto 
definido es relativo al sistema lingúístico S. Pero semejante observa- 
ción se podría aplicar igual a todos los predicados relativizados con 
respecto a S que hemos introducido o vamos a introducir, ya sean 
sintácticos o semánticos; no es, pues, necesario introducir el subíndi- 
ce *S”, pero se ha de tener presente que el concepto aquí definido es el 
de axioma de conjuntos de S. Esta misma observación es aplicable a 
todo el resto. 

La definición de lo que se entiende por teorema de S puede lograrse 
mediante ingredientes enmarcados, como en (III, F), y *Teor a” expre- 
sará que a es un teorema de S. 

Con estos ligeros reajustes y definiciones suplementarios, los diver- 
sos conceptos semánticos arriba definidos—entre ellos un concepto de 
verdad—son ahora definibles en MS de modo esencialmente igual que 
en los capítulos IV y V. Dentro de MS; puede darse una demostra- 
ción de la coherencia de S, así como de la coherencia de MS;, relativa 
a la del lenguaje conjunto compuesto por S y M formulado como len- 
guaje sintáctico de $. 


C. TEORÍA DE TIPOS 


Especializándolo de un modo ligeramente distinto, MS puede 
también tomarse como metalenguaje semántico para un lenguaje ob- 
jeto basado sobre la teoría simplificada de tipos de Russell *. En este 


1 B, RussELL, «Mathematical Logic as Based on the Theory of Types», Ameri- 
can Journal of Mathematics, 30 (1908), pp. 222-62; A. N. WHITEHEAD y B. RussELL, 
Principia Mathematica; F. P. Ramsey, The Foundations of Mathematics, pp. 1-61; y L. 
CHWISTEK, «Antynomje logiki formalnej», Przeglad Filozoficzny, 24 (1921), pp. 164-71. 
La formulación de la teoría simplificada de los tipos en este capítulo es esencialmente 
la de 'TanskI. Véase Der Wahrheitsbegriff, pp. 364-6, 
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caso llamaremos MS; al metalenguaje y T al lenguaje objeto. Han 
de hacerse algunos ligeros cambios más en el contenido de los capítu- 
los II1-V. En este parágrafo esbozamos T someramente, como prelimi- 
nar a una formulación más rigurosa posterior. 


La idea directriz de la teoría de tipos es la división de las variables 
(o de las entidades que abarcan) en tipos o niveles. Debe considerarse 
que las variables de cada tipo abarcan entidades de cierta índole; las 
variables del tipo primero o más bajo abarcan determinada totalidad 
de objetos; las del segundo tipo abarcan entonces clases de estos obje- 
tos; las variables del tercer tipo abarcan clases de clases de estos obje- 
tos, etc. (No es necesario especificar aquí con exactitud las entidades 
tomadas como objetos fundamentales; pero una vez que se ha hecho 
esto, sus clases, clases de clases, etc., quedan determinadas.) Las va- 
riables de cualquier tipo abarcan sólo entidades de este tipo y no se 
admiten variables que abarquen todas las entidades consideradas. El 
estudio de las variables es más complicado con T que con S debido a 
esta distinción de tipos; pero todavía puede considerarse T como un 
lenguaje de primer orden, aunque con una infinidad de clases diferen- 
tes de variables que abarcan una infinidad de clases diferentes de obje- 
tos. Los individuos de T' comprenden los objetos fundamentales elegi- 
dos, así como clases de ellos, clases de clases, etc. (véase, más adelan- 


te, el $ G). 


Algunos lógicos piensan que la distinción de tipos es hasta cierto 
punto natural y corresponde más o menos aproximadamente a la in- 
tuición; otros la encuentran algo ad hoc y embarazosa. Sea como fuere, 
la teoría de tipos ha llegado a aceptarse como uno de los métodos más 


importantes de proporcionar una base lógica a la matemática y a la 
ciencia natural. 


El objeto a que se encaminó la primera formación de esta teoría 
era encontrar un método de evitar la paradoja y la contradicción: sin 
la distinción de tipos, u otro procedimiento equivalente (como el que he- 
mos dado antes para S), se puede siempre llegar a una contradicción. Su- 
pongamos que definimos inocentemente una clase de clases dada, K, 
como la clase de precisamente aquellas clases que no son miembros de sí 
mismas ; al considerar si la misma K es un miembro de sí misma, in- 
currimos en contradicción: en efecto, supongamos que K es miembro 
de sí misma; entonces es una de las clases que no son miembros de 
sí mismas, luego no es miembro de sí misma. Esta es, en términos ge- 
nerales, la famosa paradoja de Russell. Sobre la base de la teoría de 
tipos, se evita esta paradoja exigiendo que no tenga significado decir 
de clase alguna que es o no miembro de una clase del mismo tipo. En 
todo sistema basado sobre la teoría de tipos existe, por tanto, una 
restricción importante de las fórmulas consideradas significativas. 

En T, la única constante predicado primitiva no lógica es “e”, y las 
fórmulas atómicas tienen la forma 

% € y” 
(siendo y una variable del tipo inmediato superior al de x), o la 
) y 
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en las que x e y son variables del mismo tipo. Estas definiciones se 
incorporan a la definición de “fórmula de T” (véase, más adelante, 
el 8 D) y muchos tipos de expresiones (que podrían considerarse fórmu- 
las) se rechazan como carentes de sentido. Adviértase que considera- 
mos que “e” es una constante predicado no lógica, entendiendo “lógico” 
en el sentido estricto antes descrito (véase, sin embargo, el 8 G) y 
que T' no contiene constantes individuales ni funcionales. 
En T escribiremos la m-ava variable de tipo n, así: 
n veces 
(1) Ea” . pe eS 


mmmxroY 


m veces 


Los acentos indican el nivel (o grado) del tipo y los subíndices sirven 
únicamente para distinguir las variables entre sí *. Por razones de con- 
veniencia, escribiremos así las expresiones análogas a (1): 

(2) pe 

“n' representa aquí una sarta de n acentos como primas o índices su- 
periores y “m” una sarta de m acentos como subíndices; estas expre- 
siones son expresiones metalingiísticas representativas de las varia- 
bles de T. En ocasiones podemos escribir “x;,” en lugar de (1) como 
variable del lenguaje objeto estipulada por (2): al simplificarse así la 
notación se facilitarán más adelante muchos enunciados. 


La subestructura lógica básica es la del capítulo 11: R1-R8, Abst, 
MP y Gen reaparecen aquí simplemente como reglas de T, pero con 
ciertas restricciones y cambios debidos a la distinción de tipos; R5 
debe leerse ahora como sigue: 

F(A) A. DD. B,si B difiere de A sólo por contener aparicio- 

nes libres de cierta variable “xi” dondequiera que haya apariciones 
libres de “xp,” en A. 
Las variables que aparecen en R6, R7 y Gen pueden ser de cualquier 
tipo, pero las dos variables de R8 han de ser del mismo tipo lógico. 
Los Axiomas de abstracción no pueden enunciarse aquí en una forma 
tan general como antes en (IL, D); tenemos en su lugar la regla si- 
guiente: 


Abst. FaraBar. =.A, si “ax” es una variable distinta de “xp” 
y que no aparece libre en A, y B difiere de A únicamente por contener 
apariciones libres de “xp, en O o más lugares en que haya aparicio- 
nes libres de “xp” en A. 

Sólo son necesarias cuatro reglas no lógicas. La primera estipula los 
Axiomas de extensionalidad, uno para cada nivel de tipo. 

TEA. = qa). ag), 
Estos axiomas afirman que si dos clases del mismo tipo tienen los mis- 
mos miembros, entonces son idénticas. 

Los Axiomas de la existencia de clases establecen que existe una 
clase—del tipo apropiado—correspondiente a toda función proposicio- 


1 Este uso se debe fundamentalmente a TarskrI. En los capítulos anteriores, 
para distinguir las variables se usaban primas o acentos; no debe confundirse tal 
empleo anterior de éstos con el que hacemos aquí para indicar el nivel del tipo. 
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nal que tenga por lo menos una variable. La regla que estipula estos 
axiomas es la siguiente: | 

T2. + (Ex? (Oe xI??.=.A), si A es una fórmula que no 
contiene *x3**” como variable libre. 

También se necesitan formas apropiadas de un Axioma de infinitud 
y de los Axiomas de elección. Tanto T1 como T2 estipulan infinitos 
axiomas, uno para cada determinación específica de “n”; sin embargo, 
sólo necesitamos admitir un axioma de infinitud que establezca la exis- 
tencia de al menos una clase infinita de clases de individuos: la exis- 
tencia de clases infinitas de tipos superiores se sigue de ésta. El Axio- 
ma de infinitud afirma que existe al menos una clase no nula, x;, de 
clases de individuos, cada miembro de la cual contiene una subclase 
propia que es también un miembro de x;. Sea 

a Cami"? la abreviatura de “(xp)(agtz DD. aqoxar). 
(Decir que una clase x5*! es una subclase de una clase x+*, es decir que 
todo miembro de x;*!* es un miembro de x,;*?*.) El Axioma de infinitud 
viene estipulado, pues, por la regla siguiente: 

T3. +F(ENEdAies (ade. O (Exe. aca. 
a? C 23). 

Finalmente, los axiomas de elección se admiten en la forma de los 
Axtiomas multiplicadores de Russell: éstos nos dicen que dada cualquier 
clase no nula, x;**”, de clases mutuamente excluyentes (de tipo n + 1) 
existe al menos una clase que contiene un miembro y sólo uno en co- 
mún con cada miembro no nulo de x*+?, 

Ta. E) (ER): a, (E (E e 
E E (OLER, NE E +00) Bl E 
IC E E 
AE A: 1 = 2))). | 

Aquí, igual que en S, puede prescindirse de la identidad como ele- 
mento primitivo, pues es definible del modo siguiente: 

n= x abrevia (apra cap O ao)”. 
E igualmente pueden abandonarse aquí R7 y R8, demostrables usan- 
do la anterior definición; pero se conserva, sin embargo, Tl. 


Adviértase que T está formulado de tal modo que no contiene va- 
riables para relaciones ni funciones, sino sólo para clases, clases de 
clases, etc. No obstante, podemos manejar relaciones (y, por tanto, fun- 
ciones) dentro de T, usando los métodos de Wiener y Kuratowski ?. 
La idea directriz de estos métodos es considerar las relaciones como 
clases de pares ordenados de determinada especie. Supongamos que 
queremos lograr en T el efecto de una variable *R” para las relaciones 
diádicas entre individuos, y expresar que determinado individuo x,, 
es soporte de la relación RR para x;. Formamos primero el par orde- 


nado x;, y x, como clase de dos clases, una de las cuales es la clase 
1 Véanse N. WIENER, «A Simplification in the Logic of Relations», Proceedings 
of the Cambridge Philosophical Society, 17 (1912-14), pp. 387-90, y C. KURATOWSKI, 


«Sur la notion de Pordre dans la théorie des ensembles», Fundamenta Mathematicae, 
2 (1921), pp. 161-77. 
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cuyo único miembro es x;,, y la otra clase cuyos únicos miembros 
son Xi» Y Y); x7 es entonces un par ordenado de este tipo si 
(3) (lat ea ¿=3(a) mir .=. =%A%) .v. aa ed:i=: 
ER VA Ra): 
Podemos lograr el efecto de *R” como variable empleando una varia- 
ble “x5, de tipo cuarto. Decir que x; es soporte de R para x; es de- 
cir que 
(4) (AD((DA:x:= a E E A E 
A E O E =p . 0 
Lo cual puede abreviarse de un modo conveniente así: 

AA) Ex. 

Veamos cómo se tratan las relaciones de orden superior. La terna 
ordenada de individuos x,, x, y x;, por ejemplo, puede identificarse 
con el par de pares ordenado cuyo primer par ordenado esté formado 
por x, y x; y el segundo por xz y x3; el efecto de una variable *R?” 
se logra, por tanto, para una relación triádica mediante una variable 
de tipo sexto. Abreviemos ahora (3) con “x; PO x,,, x5': decir que existe 
la relación R entre Xi, x y x3 €s, pues, decir que 

(AMADA Ex: e exi: =:x PO x,,x3) .v. (1 ex 
APO xLxl.v.a PO xLa2)) : . xi €xÍ). 

Que escrito de un modo Os será 

(alad,al) e xP 
Y así sucesivamente para relaciones de grado aún mayor. Las rela- 
ciones entre objetos de tipo superior se tratan de modo análogo. 

Todos los pares ordenados considerados han sido homogéneos, en el 
sentido de que los miembros del par son del mismo tipo lógico; pero 
pueden introducirse fácilmente parejas ordenadas heterogéneas : : por 
ejemplo, supongamos que quisiéramos formar el par ordenado x; y xy 
podemos considerar que esto equivale al par ordenado formado por x; 
con la clase cuyo único miembro es x;, y 


(AX) EX, 


puede abreviar 

E exi: = za) e Ex A O A AA EA 

AR M.V. nea Ei 4D) DA x] EX). 
De una forma semejante podemos definir expresiones como 

(abad) xP, 

daa) ex, 
y así sucesivamente adecuando pares, ternas, etc., heterogéneas de cre- 
ciente complejidad. (Existen, sin duda, otros métodos de manejar los 
pares, ternas, etc., ordenados, que no necesitamos considerar aquí.) 

El lector hallará en Principia Mathematica el desarrollo deductivo 
de un sistema que es esencialmente el T. Como en el caso de S, pode- 
mos encuadrar en T la mayor parte de la teoría matemática moder- 
na; y, sin embargo, los dos sistemas T' y S no son equivalentes, pues 
se sabe que en ciertos aspectos el alcance de S es mayor que el de T ?. 

También aquí, como en el caso de S, podemos añadir nuevos ele- 
mentos primitivos no lógicos y axiomas que los caractericen, formali- 
zando así ámbitos dados de la teoría científica o filosófica, 


1 Véase J. KEMENY, op. cif, 
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Precisaremos ahora el anterior—y tosco—esquema de T. Tomando 
L como T, especializamos MS¿ de forma que proporcione una semán- 
tica para T, siendo MS; el metalenguaje resultante. 

Debido al tipo peculiar de variables de T, necesitamos en MS) 
otra descripción estructural primitiva, “subind”, que nombra el subín- 
dice primitivo: (qishacasubind)”, por ejemplo, será la descripción es- 
tructural de la variable “x”, . “ep” será, como en MS), la descripción 
estructural de “e”. Tenemos así en MS que 

“SP a” abrevia ahora (a = pi .v.a=pd.v.a=uve .v.a.= 


—— 


tilde. v.a=qis.v.a=ac.v.a=subind.v.a=d.v.a= 
epinv . v . a = ep). 

En la parte sintáctica de MS5, la definición de “Vbl a” ha de apar- 
tarse ligeramente de la dada en (III, D): aquí una variable es qis se- 
guido de una sarta de acentos o índices superiores seguido de una 
sarta de subíndices. El concepto de sarta de subíndices es semejante al 
de sarta de acentos, y así 

“SartaSubind a” puede abreviar “(b((SP b . bSega: > :b = subind). 
Podemos, pues, definir el concepto de variable estableciendo que 
- “*Vbl a” abrevia “(Eb)l(Ec)(SartaAc b . SartaSubind c . a = (gis, 
brc)). 

(Definiremos el concepto de variable de tal y cual nivel de tipo dentro 
de un momento.) 


La definición de fórmula atómica de T ha de darse también de un modo 
ligeramente distinto de la de (III, D). Podemos decir que una expre- 
sión a es una fórmula atómica de T si y sólo si: (i) está compuesta 
por qis encadenado a una sarta de acentos b encadenada a una sarta 
de subíndices c encadenada a ep, después a qís, después a b, después a ac 
y finalmente a una sarta de subíndices d; o (ii) a tiene forma idéntica 
a qís seguido de b, ésta de c, seguida después por id, después por qis, 
después por b y finalmente por d. 

“FmlaAt a” abrevia “(Ebl(Ec)(Ed)(SartaAc b . SartaSubind c . 

SartaSubind d : a = (qgisnbrcreprqisnbracid) . v . a = (qisnbacnid 
nqisabad)). 
Adviértase, en particular, la condición que se requiere para que las 
fórmulas atómicas a que contienen ep sean significativas: a debe com- 
ponerse de una variable seguida de ep seguida de la variable del tipo 
inmediato superior. 

La definición de *Fmla” puede ahora darse (igual, en lo esencial, que 
en 11 D), por medio de ingredientes enmarcados; pero *Abst” —que 
esta definición presupone— ha de definirse de un modo un poco distinto, 
porque las dos variables que implica tienen que ser del mismo tipo. 
En la definición de *“FmlaAt” que acabamos de dar, el definiens nos su- 
giere que podemos definir la idea de que dos variables a y b son del 
mismo tipo como sigue: 

“a MisTp b” abrevia *(Ee) (Ec) (Ed) (SartaAc c . SartaSubind c , 
SartaSubind d . a = (qisnenc) . b = (qisnend)). 


Podemos, pues, definir 
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“a Abst b” como *“(Ec) (Ed) (c MisTp d . a = (crepinvnbad)). 
La definición de *Fmla” puede ahora darse de. modo esencialmente igual 


que en (III, D). 


Han de hacerse algunos ligeros cambios más en otras definiciones. 
En el definiens de la *SLb1” en (IT, E) hay que añadir como con- 
yunción adicional la cláusula *b MisTp c” (las definiciones sucesivas que 
emplean “SLB1” se corrigen por sí solas automáticamente). La definición 
rigurosa de “Axioma de T” puede, pues, darse dentro de MS, y cualquier 
leve cambio ulterior que sea necesario puede hacerse fácilmente. 


E. CONCEPTOS SEMÁNTICOS DENTRO DE MS/ 


Debido a la distinción de tipos, ha de alterarse ligeramente el conte- 
nido semántico de los capítulos IV-V. 

Las reglas de MS; son en lo esencial las mismas que antes, en (IV, D), 
salvo las Reglas de denotación, que requieren algunos ligeros cambios 
en su enunciado. Aquí la primera regla, RDenl, se lee 

FE (xa) (a Den xh .=. ---Xh""-), en donde “--Xp"=-" es cualquier 
función proposicional de la variable única *x;,' de la parte traducente de 
MS5, y en lugar de “a” se pone la descripción estructural del abstracto 
eE o 

También ha de cambiarse ligeramente la Regla restrictiva RDen2. 
Recordemos que esta regla enuncia que 

Fa Den x . >. ConsPred a. 

En lugar de *x” ponemos aquí *xp,'. Pero también hemos de especificar 
en la conclusión que a es una constante predicado de tal y tal orden o 
tipo: diremos a grosso modo que un abstracto de la forma “xZ, 3---Xp==" 
es del tipo n+-1. Para definir esto formalmente definimos primero el 
concepto de variable de tipo n (el uso de variables numéricas se debe 
únicamente a la comodidad que permiten en la expresión, sustituyendo 
a las sartas de acentos y de subíndices); no podemos definir en general 
la idea de que una expresión a es una variable de tipo n, pero podemos 
definir lo que se entiende por variable del primer tipo, del segundo tipo, 
etcétera. 


“Vb1' a* o “Vb1! a” abrevian (Eb) (SartaSubind b . a = (qisnacab)), 

“Vbl” a” o “Vbl? a” abrevian “(Eb) (SartaSubind b . a = (gisnacraca 
b)y, 
bi sucesivamente. Si 'n' representa cualquier sarta de acentos Fija, 
es posible, en consecuencia, presuponer la definición de “Vb” a”; y 
podemos también, por tanto, definir lo que se entiende por constante 
EAS de tipo n+1 (en rigor, bes tipo 

) . 


n + 1ouveces 
*ConsPred"+* a” abrevia “(Eb) (Ec) (VbI" b .FuncProp Una c,b 
a = (brepinunc))”. 
Teniendo en cuenta estas definiciones, ere enunciar dia así: 
Fa Den x5, .D. ConsPred "+? a 
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El concepto de verdad en T' no puede definirse como en el capítulo V, 
porque los conceptos de variable,de constante predicativa universal, etc., 
dan ahora lugar a una infinidad de conceptos con ellos relacionados 
(uno para cada tipo); así, en lugar de “Univ b” tenemos ahora infinitos 
conceptos: “Univ” b”, *Univ”” b”, etc. (no tenemos “Univ””). Las diversas 
variables traducentes deben también llevar ahora acentos o subíndices 
para indicar el tipo: “Vrd,?, definido por (1) en (V, A), da lugar a una 
infinidad de predicados de verdad, “Vrd,”, *“Vrd,””, etc. *“Vrd,” a, 
por ejemplo, puede introducirse como abreviatura de 

“(PropUnivAt a . (Eb) (Univ”” b . b Sii" a)y. 
Pero (IT) de (V, A) presupone un único concepto Vrd,, y no una infinidad 
de ellos, razón por la cual no puede admitirse aquí. Por motivos aná- 
logos, (11D), (1V) y (V) de (V, B) no pueden expresarse sin alteración; 
pero cabe obtener definiciones de verdad adecuadas para T en MS; 
de varios modos por el método que exponemos a continuación. 

Podemos primero reinterpretar (111) de (V, B), es decir, la definición a 
base de formas normales prenexuadas. Recordamos de (II, G) que, 
dada cualquier proposición a, puede hallarse una proposición en forma 
normal prenexuada equivalente a a que contenga como primer cuanti- 
ficador izquierdo un cuantificador universal. En T podemos también 
exigir que la variable comprendida en este cuantificador universal sea 
de determinado tipo, por ejemplo, de tipo 1. Si entendemos ahora 
“FNP” de este modo, (111) de (V, B) da lugar a la siguiente definición. 

“Vrd a” abrevia “(Prop a . (Eb) (Ec) (b FNP a . Univ” c. cs" b)). 
Podemos demostrar la adecuación de esta definición de verdad de un 
modo esencialmente igual al de (V, C). 

De un modo parecido pueden darse definiciones análogas a (IV) y 
(V) de (V, B): supongamos que se escoge un tipo por adelantado, diga- 
mos el enésimo; entonces, usando fundamentalmente (IV), podemos 


definir 


n veces n + 1 veces 
A A 


“Vrd a? como “(Prop a . (Eb) (Vbl""- - -"b. Univ”. - -*” (65 

epinva (a punto bridAb)))). 
De este modo obtenemos infinitas definiciones de verdad diferentes, 
una para cada n ; puede demostrarse que cada una de ellas es adecuada. 
También pueden darse definiciones análogas sobre la base de (V) de (V, B) 
en vez de (1V). 

En lo referente a conseguir un concepto de verdad adecuado para T, 
las definiciones anteriores muestran claramente que basta con una rela- 
ción muy limitada de denotación múltiple. En realidad, podríamos 
considerar que 'a Den x;,” tiene significado sólo cuando n es un acento 
único ; entonces no haría falta admitir RDen1 y RDen2 más que para 
este n; la variable *b” de la definición última sería entonces del primer 
tipo. Hemos visto que sobre esta base se puede definir un concepto de 
verdad adecuado para T, y con él los otros conceptos semánticos funda- 
mentales; sin embargo, para otros fines puede ser conveniente disponer 
de “Den” en un sentido más amplio. 

Puede demostrarse la coherencia de MS con relación a la de T y M 
juntos de un modo esencialmente análogo al de (V, G). (Luego también el 
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metalenguaje semántico para T basado en la limitada relación mencio- 
nada de denotación múltiple es coherente relativamente). | 

Obsérvese que en T' y, por tanto, en su traducción dentro de MSf, 
no es ya necesario considerar que los abstractos monádicos representan 
sólo clases virtuales, sino que pueden, si se quiere, representar auténticas 
clases como valores para variables. Si se adopta este punto de vista, los 
abstractos se vuelven términos y así pueden sustituir legítimamente a 
variables; deben hacerse entonces ligeros cambios en lo anterior: en par- 
ticular, T2, que proporciona los Axiomas para la existencia de clases, 
es entonces demostrable. 


F. REINTERPRETACIÓN 


Hasta ahora hemos admitido, al tratar de los diversos metalenguajes 
semánticos, que los valores de las variables traducentes son los mismos 
que los de las variables del lenguaje objeto L. Este modo de hablar es, 
naturalmente, algo equívoco: pues sugiere que L se da primeramente, y 
que después se construye el metalenguaje semántico. Lo que se pretende 
dar a entender es que L se da primero sin formalizar totalmente y que 
después se construye el metalenguaje semántico de forma que establezca 
la sintaxis y la semántica de L de un modo preciso; no se plantea, por 
tanto, la cuestión de cuál es anterior al otro; en rigor, L no existe 
mientras no se ha formulado de un modo preciso, pero tampoco existe 
un metalenguaje semántico que no sea relativo a un L dado. 

Por regla general pueden darse diversas interpretaciones al mismo 
sistema logístico subyacente. Dada una interpretación de L, llamaremos 
reinterpretación al procedimiento de dar una interpretación diferente; 
la reinterpretación es simplemente una nueva interpretación; pero los 
dominios de valores para variables pueden diferir en dos interpretacio- 
nes y las constantes predicativas primitivas pueden denotar diferentes 
clases de objetos. El nuevo dominio puede ser una subclase del antiguo 
o una clase que comprenda a éste como subclase suya, puede tener 
su misma extensión, puede solaparse con él o pueden ambos ser dis- 
juntos; los objetos que denotan las constantes predicado primitivas se 
determinan de acuerdo con estas circunstancias. Adviértase que los 
símbolos lógicos de L, *-”, *v”, etc., permanecen fijos, pues su función 
en la nueva interpretación es la misma que en la anterior: su sentido, 
por así decirlo, no está sujeto a cambios. Naturalmente, podríamos 
querer asignar también a estos símbolos nuevos significados; pero esto 
supondría un tipo de reinterpretación más radical que el que ahora 
consideramos. 

De las diversas interpretaciones que pueden darse a un sistema 
logístico, suele considerarse una como básica o típica (ya hemos apuntado 
tal cosa en 1, B); las otras interpretaciones son, pues, en cierto modo 
atípicas. Los sistemas tales como S o T tienen unas interpretaciones 
atípicas particularmente importantes, en las cuales el dominio funda- 
mental de objetos es la clase de los números naturales (o cualquier 
otro dominio numerable). (Véase (XIII, 1).) Sin embargo, si hubiésemos 
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de formular S o T según la interpretación cuyo dominio son los números 
naturales, procederíamos exactamente igual que antes, en MS o MS); 
pero se entendería que las variables traducentes de estos metalenguajes 
abarcan el dominio de los números naturales. 

El dar precisión al procedimiento de reinterpretación requeriría 
enriquecer considerablemente estos metalenguajes: en particular, ha- 
bría que precisar lo que se entiende por campo abarcado por las varia- 
bles. Hablando en términos muy generales y ajenos a toda formali- 
zación, podemos definir el campo abarcado por las variables de L 
como tal y cual clase o clase virtual de objetos; podemos llamar a esta 
clase “ValVbl,?, la clase de los valores para las variables de L. En los 
metalenguajes anteriores hemos identificado ValVbl, con el campo 
abarcado por las variables traducentes; pero si la reinterpretación 
hubiese de describirse con precisión dentro de un metalenguaje, esta 
identificación no sería conveniente. En efecto, en la reinterpretación 
podríamos querer considerar también un nuevo campo de valores para 
variables, digamos ValVbl',, definido (de nuevo) como tal y cual clase 
o clase virtual de objetos: el metalenguaje semántico empleado conten- 
dría expresiones para varios tipos de objetos así como los medios de 
distinguirlos entre sí. 

No es necesario que tratemos más extensamente de este tipo de 
metalenguaje, porque en lo esencial no es más que una forma ampliada 
de MS; pero para ciertos fines filosóficos semejante metalenguaje 
ampliado podría ser de utilidad. (Comentamos algo más la reinterpreta- 
ción, acerca de la semántica intraducente, en (X1IT, H-]).) 


G. SISTEMAS LINGUÍSTICOS DE ORDEN FINITO 


En los apartados anteriores hemos formulado T' como un sistema 
lingúístico de primer orden: es decir, hemos tomado “e” como un ele- 
mento primitivo no lógico y hemos admitido que los individuos compren- 
dían los objetos fundamentales (del tipo más bajo) junto con todas las 
clases de ellos, todas las clases de clases de ellos, y así sucesivamente. 
T era simplemente un caso particular de los lenguajes L del capítulo 11, 
que no presuponía otra lógica básica que la de primer orden de este 
capítulo; T' se formulaba como una teoría matemática de las clases, 
igual que S se formulaba como una teoría matemática de los conjuntos. 

Con frecuencia, los sistemas de la índole de T se formulan, no como teo- 
rías matemáticas basadas sobre una lógica de primer orden, sino como ló- 
gicas de un tipo superior una de cuyas partes es la lógica de primer 
orden. Ocupémonos algo más detalladamente de este otro modo de 
formular T'; no hemos de dar una formulación exacta, sino sólo unas 
cuantas observaciones toscas y aclaratorias. 

“Lógica”, como ya hemos observado varias veces, se usa en este libro 
sólo en su sentido (clásico) más elemental, que es quizá el sentido de la 
palabra utilizado con más frecuencia por los matemáticos. Algunos ló- 
glcos prefieren un sentido más amplio a fin de incluir en él, en parte o 
quizá en su totalidad, la teoría de las clases cuya base es la teoría de 
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tipos; en este sentido amplio, el “e” de la teoría de tipos se vuelve un 
elemento primitivo lógico, y la teoría que lo rige una teoría lógica. Si 
esta teoría se considera una lógica, es conveniente no emplear “e”, 
sino escribir | 
atUA o att 
en lugar de 
asa, 

En la explicación no formalizada de los lenguajes de primer orden del 
capítulo II, la palabra “individuo” se daba por conocida: esta palabra se 
usaba allí en el sentido aproximado de “ente de cierta totalidad de 
objetos no nula y claramente demarcada”. Llamemos de momento 
individuos, a los individuos comprendidos en este sentido. En la ante- 
rior formulación de T, los individuos, de T' se toman como entes del 
tipo más bajo —juntamente— con todas las clases de ellos, todas las 
clases de estas clases, etc. (estas clases, clases de clases, etc., no son más 
que un caso especial de individuo,). Llamemos ahora a los entes de T' 
del tipo más bajo, individuos, ; aquí, en la formulación no formalizada 
de T como una lógica, además de entender “individuo,” en este sentido, 
hemos de saber lo que significa hablar de clases de tales individuos. 
Estas clases no han de considerarse como casos especiales de individuos,, 
como se ha hecho en la formulación anterior de T, sino como entes de 
un género completamente distinto; lo mismo puede decirse de las clases 
de clases, etc. En la formulación lógica de T, el término “clase” recibe 
un sentido previo, por así decirlo, en el metalenguaje no formalizado, 
mientras que en la formulación matemática no lo recibe: en esta última 
los axiomas caracterizan las clases como un tipo especial de individuo,, 
y entonces entendemos por “clase” aquello que los axiomas nos compelen 
a entender: la palabra “clase”, por así decirlo, tiene sentido únicamente 
con relación a los axiomas. Pero en la formulación de T' como una lógica 
hemos de entender “clase”, “clase de clases”, etc., como representativas de 
tipos especiales de objetos: los sentidos aquí no son relativos a los axio- 
mas, sino que se fijan por adelantado. 


En lo sucesivo llamaremos T. a la formulación de T' como una lógica. 

Se deduce claramente de lo anterior que T y T., son semejantes en 
algunos rasgos fundamentales; la diferencia, sin embargo, no es pura- 
mente de terminología: T., es un sistema que se interpreta explícita- 
mente como lógica de clases, y que, por tanto, no está sujeto a reinter- 
pretación. No somos libres de darle algún otro nuevo significado a la 
relación de pertenencia, porque su sentido está ya fijado como relación 
lógica básica; tampoco tenemos mayor libertad para reinterpretar la 
conexión de pertenencia a clases de la que tenemos para reinterpretar 
“vw o “-”. Sin embargo, somos libres de reinterpretar el “e” de T del 
modo que queramos, siempre que tal interpretación se adapte a los 
axiomas, como ya hemos indicado. 

Tanto en T como en T hemos presupuesto que la teoría de las rela- 
ciones se desarrollaba como rama especial de la teoría de las clases, 
usando los métodos de Wiener y Kuratowski: esto hacía posible una 
formulación de T muy sencilla. Con frecuencia es conveniente des- 
arrollar T o T de un modo ligeramente más complejo, admitiendo 
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como valores para las variables relaciones junto con cuantificadores 
que las afecten. No hace falta admitir todos los tipos de variables de 
relación; si se quiere, además de todos los tipos de variables de clase, se 
pueden admitir, por ejemplo, variables que abarquen sólo relaciones diádi- 
cas entre individuos junto con los cuantificadores que las modifican. Por 
supuesto, los métodos de Wiener y Kuratowski hacen ver que el efecto 
de semejantes variables de relación y cuantificadores puede conseguirse 
en T o T., con otros medios; sin embargo, si T o T., han de utilizarse 
como base para una teoría científica o filosófica en la que tengan especial 
importancia ciertas relaciones diádicas entre individuos, suele ser con- 
veniente tener tales relaciones como valores para las variables. Admi- 
tiremos, por tanto, estas variables y cuantificadores si las circunstancias 
lo requieren (véase VIT, E). Todavía pueden admitirse otros tipos de 
variables de relación, por razones análogas. 

Para ciertos fines es útil emplear sólo una parte de T., en vez de su 
totalidad. Podríamos no admitir todas las diferentes clases o variables 
de relación, sino sólo unas cuantas de tipos consecutivos partiendo de la 
de tipo más bajo: tendríamos que distinguir entonces varias teorías 
diferentes, dependientes en concreto de los tipos de variables y de los 
cuantificadores admitidos. 

Consideremos un primer sistema que contenga sólo variables del 
tipo más bajo. Podemos suponer que tenemos como elemento primitivo 


la identidad de individuos, pero no tendríamos fórmulas atómicas 
tales como 


6.2,,19> 
XxX] >) 


pues éstas presuponen variables de dos tipos consecutivos. Sin embargo, 
pueden admitirse predicados primitivos no lógicos, con lo que llegamos a 
un sistema lingiiístico de primer orden del tipo tratado en el capítulo II, 
pero sin constantes individuales ni funcionales primitivas. 

Supongamos que admitimos variables del segundo tipo además de 
las del primero: tenemos entonces un sistema de segundo orden *. En 
rigor, hay que distinguir varios sistemas de segundo orden, según las 
clases de variables de relación admitidas, si las hay. En el próximo capí- 
tulo formularemos un metalenguaje semántico de segundo orden ($ E), 
en el que no admitiremos, aparte de las variables de clase, más que 
variables que abarquen relaciones diádicas, y elementos primitivos no 
lógicos (distintos de *Den”) análogos a los de MSZ. Los sistemas lin- 
gúísticos de segundo orden que contienen también variables de relación 
han demostrado ser de gran utilidad como lenguajes matemáticos?; 
la lógica subyacente a estos lenguajes tiene un alcance mucho mayor 
que la de los lenguajes de primer orden; en ellos pueden cuantificarse 
las clases y relaciones y a base de estas cuantificaciones pueden definirse 
muchos conceptos que no podrían ser definidos si no se dispusiera de 
ellas; a las reglas lógicas hay que añadir Reglas de cuantificación apro- 
piadas que cubran todos los géneros de variables admitidos; los predica- 
dos primitivos no lógicos pueden tomar como argumentos cualesquiera 


1 Véase A. CHURCH, op. cit., pp. 99-104. Sin embargo, la clasificación de Church 
difiere de la aquí empleada en algunos aspectos importantes. 


2 Véase HILBERT y BERNAYS, op. cit., Supl. IV, vol. 2, pp. 451-95. 
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entes abarcados por alguna variable admitida. Hay aquí, pues, un enorme 
campo en que escoger los elementos primitivos. 

Los sistemas lingiísticos de tercer orden admiten variables de tercer 
orden además de las variables (y los cuantificadores) de primero y se- 
gundo orden. Si entre las variables de segundo orden se incluyen las 
que abarcan relaciones diádicas, entre las de tercer orden se pueden in- 
cluir, además de las variables que abarquen clases de clases de individuos, 
variables que abarquen clases de relaciones diádicas entre individuos. 
Se admiten Reglas de cuantificación apropiadas para los nuevos tipos 
de cuantificadores admitidos; por supuesto, pueden añadirse predicados 
primitivos no lógicos adecuados: éstos pueden tomar como argumentos 
cualesquiera entes abarcados por alguna variable admitida. 

De un modo análogo se continúa con los sistemas lingúísticos de 
cuarto orden, quinto, etc. A cada nivel se admiten nuevas variables 
(y nuevos cuantificadores) del tipo apropiado, posiblemente sólo varia- 
bles de clase o posiblemente variables de relación de un grado determi- 
nado que se especifica. 

Estos sistemas lingiísticos de orden finito pueden todos volverse a 
formular como sistemas lingiiísticos de primer orden: esto se deduce 
claramente de las anteriores observaciones acerca de la relación entre 
individuos, e individuos,. No dejamos, pues, de ocuparnos aquí de 
algunos sistemas que en otra formulación son de orden superior. 

Muchas de las anteriores observaciones son vagas e imprecisas. 
Pero este tosco esquema de lo que son los sistemas lingiísticos 
de orden superior es todo lo necesario para nuestra finalidad presente: 
sólo en el próximo capítulo trataremos de tales sistemas, a propósito de 
un tipo importante de metalenguaje semántico de segundo orden, 


CAPÍTULO Vi1I 
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Satisfacer, designar, determinar 


En este capítulo dejamos de considerar como relación semántica 
primitiva la denotación múltiple y nos ocupamos de otras tres posibili- 
dades. Ya hemos mencionado en (IV, C) una de ellas, la relación diádica 
de satisfacción. Estudiaremos dos relaciones primitivas más, las relacio- 
nes diádicas de determinación y designación. Los metalenguajes corres- 
pondientes siguen de cerca el modelo de MS;5, pues entre ellos no exis- 
ten prácticamente más que diferencias de detalle. Mostraremos que 
muchos de estos metalenguajes son equivalentes entre sí; no obstante, 
creemos que estas distintas formulaciones posibles tienen cierto interés; 
no las desarrollaremos en detalle, sino que simplemente esbozaremos 
sus rasgos más característicos. 

El metalenguaje semántico basado en la satisfacción se tratará en el 
$ A. El metalenguaje semántico basado en la designación, para el cual 
se toma T' como lenguaje objeto, ocupará el $ B. En el $ € esbozaremos, 
tomando también T como lenguaje objeto, un metalenguaje semántico 
basado en la determinación. En el $ D haremos algunas observaciones 
acerca de por qué los metalenguajes semánticos basados en la designa- 
ción o en la determinación no son apropiados cuando se toma S como 
lenguaje objeto. En el $ E consideramos las circunstancias en las cuales 
las relaciones semánticas tomadas hasta ahora como primitivas se 
vuelven definibles. Finalmente, en el $ F adelantamos algunas explica- 


ciones en favor de los métodos semánticos desarrollados hasta aquí en 
este libro. 


A. SATISFACER 


Daremos a la satisfacción (simbolizada por “Sat”) el sentido estricto 
en el que fue definida en (IV, C). Allí se la definió a partir de la denota- 
ción múltiple; pero recordaremos que también ésta fue definida basán- 
dose en la satisfacción. 'x Sat a” ha de leerse, “el objeto x satisface la 
expresión a”. Los objetos que constituyen el dominio de esta relación 
son precisamente los objetos del dominio fundamental de L, y las expre- 
siones que constituyen su codominio son expresiones de L de determina- 
da clase. Por tanto, un metalenguaje semántico basado en “Sat” no ha 
de diferir más que ligeramente del basado en “Den”. 

Como reglas semánticas tenemos ahora unas Reglas de satisfacción 
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en lugar de las Reglas de denotación (1V, D). La primera es muy seme- 
jante a RDen1. Establece que, para todo x, x satisface una expresión a 
si y sólo si ---4-=-, donde “a” se toma como descripción estructural de 
“as g..-" (que es una función proposicional de (como máximo) la va- 
riable única x de la parte traducente del metalenguaje). 

RSatl. E (x) (x Sat a .=. ---x---), si (etc., del modo conveniente). 

Recordemos que la segunda Regla de denotación es una regla res- 
trictiva, que establece que si una expresión denota algo, sea lo que fuere, 
dicha expresión es una constante predicado. Análogamente necesitamos 
aquí una regla que establezca que si una expresión es satisfecha por algo, 
sea lo que fuere, dicha expresión es una función proposicional de una 
variable como máximo. 

RSat2. Fx Sat a .D. (Eb) FuncPropUna a,b. 

Puesto que “Den” es definible a base de “Sat”, los diversos conceptos 
semánticos de MS, pueden ahora definirse también a partir de “Sat”. 
En vez de seguir simplemente con las definiciones de MS5, definiríamos 
ahora directamente muchos de los conceptos, usando “Sat”, mutatis 
mutandis, en lugar de “Den”. Entre estos conceptos está el de verdad, 
definible de un modo particularmente sencillo como sigue: 

“Vrd a? abrevia “(Prop a . (x)x Sat a)”. 
Puede mostrarse que esta definición es adecuada por un método esen- 
cialmente igual al empleado antes. 

Si T se toma como L, puede formularse fácilmente un metalenguaje 
semántico para T basado en “Sat” teniendo en cuenta los cambios que 
exige el modo de tratar las variables. RSatl sería parecido a RDenl 
de MS; y RSat2 se leería 

E xa, Sata .D. (Eb) (VbI" b.. FuncPropUna a,b). 

A partir de RSatl y RSat2 no es difícil demostrar RDenl y RDen2. 
E inversamente, a partir de RDen1 y RDen2 pueden demostrarse dentro 
de MS, RSat1 y RSat2. Luego en un sentido apropiado estos dos meta- 
lenguajes son equivalentes para todo L dado. 

Ambos tipos de metalenguajes son aplicables a todo L de primer or- 
den, ya sea en sentido amplio o en sentido estricto. Nos ocuparemos 
ahora de dos métodos algo más limitados y que parecen apropiados 
ante todo para su aplicación a sistemas tales como T. El primero de 
ellos está basado en la relación de designación y el segundo en la de 
determinación. 


B. DESIGNAR EN T 


La designación ha de entenderse aquí en el sentido de “denota- 


ción singular” 1. Se trata, por tanto, de una relación en la cual se reali- 

1 Los metalenguajes semánticos basados en la relación de designación han sido 
estudiados en especial por CARNAP. Cf, su Introduction to Semantics, pp. 49-54 y passim; 
y Meaning and Necessity, passim. La semántica contenida en esta sección se formuló 
por primera vez en el trabajo del autor «On Types, Denotation, and Truth», Methodos, 
12 (1951), pp. 308-16, que está en deuda con el profesor ÁLONZO CHURCH por haber 
señalado un error de este trabajo en la recensión que hizo de él (The Journal of Sym- 
bolic Logic 19 (1954), pp. 139-40). 
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za el Principio de univocidad. Recordamos que este principio, que esta- 
blece que una expresión denotadora denota un objeto y sólo uno, fue 
abandonado al formular los metalenguajes semánticos anteriores. 
Para T tenemos, en rigor, no un principio de univocidad, sino una infi- 
nidad de ellos, uno para cada nivel del tipo igual o mayor que dos, 
como veremos inmediatamente. 

Presuponemos que la sintaxis de T está desarrollada como en el 
capítulo III, con los reajustes necesarios indicados en (VI, D). Para 
construir la semántica de T necesitamos un símbolo primitivo para la 
relación de designación: sea éste “Des”; podemos, pues, decir que una 
expresión de T (de determinado género) designa una clase (del tipo 
apropiado). Puesto que T' no contiene constantes individuales como 
elementos primitivos, no es necesario poder decir que una expresión 
designa un individuo (ente del tipo más bajo); luego expresiones como 

“a Des ar? 
tendrán sentido cuando m sea cualquier sarta de acentos de al menos 
dos acentos, io que formas como 
=, Des xg o “x%, Des a” o “a Des b” 
se consideran os de sentido. 


En MS;, siendo L igual que en el capítulo IT, existe cierta expresión 
que denota cada objeto de LE. En MS;, debido a las restricciones im- 
puestas por los tipos, tenemos sólo que 

F (Ea) (x5, Ja Den xp. 
Igualmente, en el metalenguaje semántico basado en la satisfacción, 
F (Ea) (x) x Sat a. 
De estos tres principios se deduce respectivamente (por TC33 (ID), 
que tenemos, en MS; 
F (x) (Eaja Den x, 
en MS; 
F (xm) (Eaja Den xf,, 
y en el metalenguaje semántico basado en la satisfacción 
F (x) (Ea)x Sat a. 
Pero en una semántica para T' basada en la designación carecemos por 
completo de principios análogos. Ni cada clase de un tipo dado es 
designada por una expresión —la que sea— ni existe expresión alguna 
que denote todas las clases de un nivel de tipo dado. 

En lugar de las Reglas de denotación o de satisfacción, tenemos 
en este caso unas Reglas de designación. La primera corresponde a 
RDenl1 o RSatl. Establece que unas expresiones apropiadas designan 
determinadas clases. 

RDesl. + (Exp+5 (a Des apt. (x2) (a, La r=-)), si 
Xp ="-” es una función Proposicional de la le única “xp, de la 
parte traducente del metalenguaje y “a? se toma como descripción 
estructural del abstracto 'x23---x% ==”, 

Podría tentarnos escribir RDesl1 de un modo más simple como 
(1) Fa Des x7,3---x 2 ---, 
donde, etc. Pero las expresiones que () afirma ser teoremas carecen de 
sentido, debido a la posición que tomamos aquí con respecto a los abs- 
tractos: no consideramos que puedan sustituir a las variables, razón 
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por la cual no somos libres de remplazar una variable por un abstracto 
(del tipo apropiado); si hemos de insertar aquí un abstracto apropiado 
en lugar de “x;”, hemos de justificar tal proceso mediante una defini- 
ción. Podríamos, si quisiéramos, definir expresiones de la forma dada 
en (1) tomando las expresiones correspondientes estipuladas como axio- 
mas por RDes1 como definientia. Pero esto no es necesario dada nuestra 
presente finalidad. 

La segunda Regla de designación es una regla restrictiva que esta- 
blece que, si una expresión a designa una clase ax7,+1, entonces a es una 
constante predicativa del tipo n+1. 

RDes2. Fa Des x%,+1* >. ConsPred"+! a 

La tercera Regla de designación es un Principio de unicidad dentro 
de cualquier tipo. 

RDes3. Fa Des x¡+! . a Des apt? :0: apt! = xg+!, siendo j y k 
de longitud distinta. 

No es necesario admitir por separado un Principio de unicidad entre 
tipos, pues puede demostrarse que 

Fa Des xj+1.. —a Des apt, 
siendo n y m sartas de acentos de distinta longitud *. Pues supongamos 
que 
“a Des aj +" y “a Des apt” 
se cumplen ambas, siendo m y n de distinta longitud. Entonces sabría- 
mos por RDes2 que se cumplirían tambien *ConsPred”+! a? y *“ConsPred 
"+1 q”; pero esto supondría una contradicción sintáctica; luego 

TBI. + =(a Des xp+?* ., a Des axg+3), siendo m y n de distinta 
longitud. 

Las reglas de designación RDes1 y RDes3 logran juntas el efecto 
de Principios de univocidad: RDes1 estipula que toda expresión de 
determinado género designa una clase de tal y cual tipo, y RDes3 estipula 
que puede designar a lo sumo una clase de este tipo. Luego, usando 
también RStin4, tenemos que 

TB2. + ConsPred"*? a .). (Ex; +*) (a Des x5 +. (x3+1) (a Des x3+* 

DD. a+ = xp, +3), si j y m son de distinta longitud. 

Las definiciones de verdad a base de la designación pueden darse 
como sigue. Tomando *FNP” como en (VI, E), establecemos que 

“Vrd a” abrevia “(Prop a . (Eb) (Ec) (b PNF a . c Si" b. (Ex;) 

(c Des xí . (x;) x¡ € x1)). 
Una proposición a es verdadera, en términos generales, si y sólo si el 
abstracto formado a partir de su forma normal prenexuada (en el senti- 
do de (VI, E)) designa la clase universal de objetos del tipo más bajo. 
Podemos también definir 

“Vrd a” como “(Prop a . (Eb) (Vb! 5 . (Exi) ((brepinuna) Des x; . (x;) 
x € x3)))”. 

Según esta definición, una proposición a es verdadera si y sólo todo abs- 
tracto vacío que se forme a partir de ella usando como variable de 
abstracción una variable del primer tipo, designa la clase universal de 


1 Esta observación mejora el contenido del trabajo del autor citado en la nota 
anterior, en el cual se creía erróneamente que era necesario establecer como axioma 
un Principio de unicidad para tipos. 
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individuos. Existen otras definiciones parecidas que también podrían 
darse, en lugar de ésta. 

La demostración de la adecuación de estas diversas definiciones es 
análoga a las anteriormente dadas. 

Adviértase que aquí, como en MS;, un elemento primitivo semántico 
muy restringido bastaría para construir una definición de verdad. De 
hecho, podríamos permitir que 

“a Des x +P 
fuese significativo sólo cuando n tuviera la longitud 1. 

La coherencia relativa del metalenguaje basado en la designación 
se mostrará más adelante, en el $ D. 

Con sólo ligeros cambios puede usarse el método de designación para 
proporcionar una semántica a T,, o a un lenguaje formalizado sobre la 
base de una lógica de cualquier orden finito. 


C. DETERMINAR EN T 


Se halla otro metalenguaje semántico para T' tomando como rela- 
ción semántica primitiva una forma restringida de determinación en lu- 
gar de la relación de designación *. La determinación, como la designa- 
ción, es una relación semántica que se establece entre expresiones de 
determinado género y clases del tipo apropiado; pero las expresiones 
son en este caso funciones proposicionales de a lo sumo una variable 
en vez de constantes predicativas. No existe, por tanto, entre estas dos 
relaciones semánticas más que una ligera diferencia. En el metalenguaje 
semántico basado en la determinación, donde “Det? simboliza esta 
relación, formas como 

“x2, Det a”, a Det b”, y “xz, Det x5 
carecen —por supuesto— de sentido y 
“a Det 12, +P 
debe leerse “la expresión a determina la clase ax, +*. 

Este metalenguaje semántico es muy parecido al esbozado en la 
sección anterior, pero en lugar de Reglas de designación necesitamos 
unas Reglas de determinación correspondientes. Está claro que son las 
siguientes: 

RDetl. + (Exg+*) (a Det xg+? . (02) (am e apt o .=. ---am--")), si 
“a” se toma como descripción estructural de *---xf.---” (o sea, de una fun- 
ción proposicional de la variable única *xz,” de la parte traducente del 
metalenguaje). 

RDet2. + a Det x + .5. (Eb) (FuncPropUna a,b . Vbl" b). 

RDet3. Fa Det x3+!. a Det x2+1:0: +! = xp+, siendo j y k de 
distinta longitud. 

RDet3 es una forma del Principio de unicidad dentro de cualquier 
tipo. Se puede demostrar un principio de unicidad entre tipos de modo 


esencialmente igual a como se ha hecho con el metalenguaje semántico 
basado en la designación. 


4 


1 Véase R. CARNAP, Introduction to Semantics, pp. 44-8, 
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Las definiciones de verdad para T' basadas en la determinación son 
muy parecidas a las basadas en la designación, y pueden omitirse. La de- 
mostración de la coherencia relativa del metalenguaje basado en la deter- 
minación es también análoga a la que daremos dentro de un momento 
para el metalenguaje basado en la designación. 

Es evidente que “Des” y “Det” pueden definirse cada una en el meta- 
lenguaje correspondiente a la otra. 

“a Des xp,+*, puede abreviar “((Eb) (Ec) (FuncPropUna b,c . a = (cr 
epinunb). b Det xp, +*). 


“a Det x5,+P puede abreviar “(Eb) (Ec) (FuncPropUna a,c . b= (cr 
epinvna) . b Des xp, +1). 
Luego RDesI-RDes3 son demostrables a partir de RDet1-RDet3 en el 
metalenguaje basado en “Det”, y viceversa en el metalenguaje basado 
en “Des”. Por tanto, estos dos metalenguajes son equivalentes en un 
sentido apropiado. 


D. ACERCA DE LA DESIGNACIÓN Y LA DETERMINACIÓN EN S 


Podríamos ahora intentar construir un metalenguaje basado en la 
designación o en la determinación para el lenguaje de teoría de con- 
juntos S, formulado anteriormente en (VÍ, A), suponiendo que pueda 
darse una definición de verdad análoga a la dada para T. Sería razonable 
esperar que esta nueva definición difiriese de la de T' sobre todo en el 
modo de enfocar las variables. En particular, no habría distinción de 
tipos. Pero un momento de reflexión sobre los definientia de las defi- 
niciones de verdad dadas antes para T en el $ B mostrará que una defi- 
nición análoga para T a partir de la designación, si es posible, habrá de 
ser muy distinta: obsérvese que aquellos defintentia contienen como ele- 
mento fundamental el miembro conyuntivo. 

“(ar)x € xi” 
Habría que suponer entonces que el definiens que la definición anterior 
implicaría en la definición de verdad para S, contendría un miembro 
conyuntivo de la forma 
(Ey) (am. (ar ey), 

Pero dentro de S no existe ningún conjunto universal y tal que todos los 
conjuntos sean miembros suyos. Luego nuestro definiens tendría la 
consecuencia de que ninguna proposición de S, cualquiera que fuese, 
sería verdadera: pues, según la definición que resultaría de seguir la de 
T, si a es una proposición verdadera, entonces existe dicho conjunto 
universal. Observaciones semejantes se aplican a la definición de verdad 
para S basada en la determinación. Luego no está claro que pueda dar- 
se una definición de verdad para S análoga a las anteriores dentro de 
un metalenguaje de primer orden basado en las estrechas relaciones de 
designación o determinación que estudiamos. 

Las relaciones de designación y determinación parecen estar limita- 
das de un modo en que no lo están las de denotación y satisfacción. 
A partir de la denotación o de la satisfacción puede construirse un 
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metalenguaje semántico para cualquier sistema lingiiístico de primer 
orden, ya sea en sentido amplio o en sentido estricto; los métodos de 
designación y determinación parecen, como hemos visto, más bien 
apropiados para sistemas de la índole de T'; el problema de la construc- 
ción de una semántica para sistemas análogos a S basándose en la 
designación o en la determinación es un problema algo especial del que 
no es necesario tratar aquí con más amplitud ?. 

Para sistemas de la índole de T, puede mostrarse que el metalenguaje 
basado en la designación o en la determinación es equivalente al basado 
en la denotación o la satisfacción. En los metalenguajes respectivos, 
“Sat” para T puede definirse a partir de “Det” para T, y viceversa, del 
modo siguiente. En el metalenguaje basado en “Det”, 

“xa, Sat a? puede abreviar (Exit!) (x2 € pt! . a Det +9, 

“a Det xp, +*, puede abreviar “((Eb) (VbI" b . FuncPropUna a,b) . 
(1D) (a ex At .=. x] Sat a))' 
en el metalenguaje basado en “Sat”. A base de estas definiciones puede 
mostrarse que RSat1-RSat2 son demostrables a partir de RDet1-R.Det3 
en el metalenguaje de T basado en la determinación, y viceversa en el 
metalenguaje basado en la satisfacción. De un modo semejante, 

“a Den xi,” puede abreviar “((Exp+2 (a Des +. xn € 10) 
dentro del metalenguaje basado en *Des” 

“a Des xp, +”, puede abreviar ((ConsPred*+! a . (xD) (ext .=. 
a Den aj)) 
dentro de MS). Usando estas definiciones pueden demostrarse RDenl- 
RDen2 a partir de RDes1-RDes3 en el metalenguaje basado en “Des”, 
y viceversa en MS). Pero sabemos que “Sat” y “Den” son mutuamente 
definibles para todo L y que “Des” y *Det” son mutuamente definibles 
para los sistemas del tipo de T'; luego los metalenguajes basados en 
la satisfacción o en la denotación son equivalentes a los basados en la 
determinación o la designación, tomando T como lenguaje objeto. 
Por tanto, también los metalenguajes de T' basados en “Des” o “Det” son 
coherentes si el lenguaje conjunto compuesto de M y la traducción de 


T lo es. 


FE. LA DEFINICIÓN DE LAS RELACIONES SEMÁNTICAS 


Cada uno de los metalenguajes semánticos desarrollados anterior- 
mente (incluyendo los de los capítulos IV-VI) está determinado por 
cierta relación semántica que se toma como primitiva. Toda semántica 
de este tipo puede llamarse semántica basada en un elemento primitivo 
especial. Existen también otros métodos generales para construir meta- 
lenguajes semánticos; en realidad, podemos distinguir cuatro: 

(1) el método de la definición, 
(2) el método de la verdad como elemento primitivo, 
(3) el método de los elernentos primitivos especiales, 


1 Cf., sin embargo, G. D. W. BErrY, «On Formalizing Semantics», resumen en 
The Journal of Symbolic Logic, 7 (1942), pp. 47-8, 


] 


--.] 
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(4) el método intraducente. 


En los capítulos anteriores y en los parágrafos $$ A-D de este capítulo, 
hemos dado una idea bastante completa de (3) y en los capítulos sucesi- 
vos presentaremos detalladamente el método (4). En este apartado, 
para completar, queremos ocuparnos muy brevemente de los métodos 
(2) y (1). 

Puede formularse fácilmente una semántica del tipo (2), en la cual 
se tome como único elemento primitivo semántico un predicado *Vrd”: 
una Regla de adecuación, junto con la ley que estipula que toda verdad 
(de L) es una proposición (de L) *, proporcionarían los axiomas semán- 
ticos; si L contiene la aritmética, la sintaxis subyacente puede aritme- 
tizarse o bien puede desarrollarse como en el capítulo 111. El metalen- 
guaje semántico resultante sería muy semejante a los ya tratados. 


Por supuesto, “Vrd” mismo podría considerarse un elemento primiti- 
vo especial, en cuyo caso el método (2) aparecería como un caso especial 
de (3). Sin embargo, dado lo fundamental que es el concepto de “Vrd”, 
podemos considerar que (2) es un método diferente. 


Ocupémonos ahora del método (1) ?. En este caso no permitimos 
ningún elemento primitivo semántico, sino que exigimos que todos los 
términos y relaciones semánticas sean definidos. Para definir estos con- 
ceptos semánticos hemos de presuponer en el metalenguaje unos re- 
cursos cuyo alcance sea al menos igual al de los que poseen los meta- 
lenguajes ya formulados. De hecho, como ya hemos observado en (V, HB), 
el metalenguaje semántico ha de ser siempre «esencialmente más rico» 
en varios aspectos importantes que el lenguaje objeto. Si no tenemos 
elementos primitivos semánticos específicos ni axiomas que los caracte- 
ricen, la riqueza esencial del metalenguaje ha de hallarse en otro lugar: 
podemos lograr el alcance deseado en el metalenguaje exigiendo que sea 
un lenguaje de un orden superior al del lenguaje objeto; si L” es un len- 
guaje objeto de orden n, podemos formular un metalenguaje semántico 
de orden (n+1) en el cual sean definibles los conceptos básicos de la 
semántica (con relación a L”). A fin de ver esto con más claridad, to- 
memos L" como lenguaje de primer orden (para n = 1) y esbocemos bre- 
vemente su semántica dentro de un metalenguaje de segundo orden. 


Sea L igual que en el capítulo 111. Dentro del metalenguaje semántico 
de segundo orden, que llamaremos MS¿, presuponemos la sintaxis de 
dicho capítulo. MS; contiene tambiér una traducción de L, además de 
dos géneros de variables del segundo tipo: debe considerarse que éstas 
abarcan respectivamente clases de objetos (de L) o de expresiones (de L) 
o de ambos, o bien relaciones diádicas entre objetos y expresiones y 
entre objetos y objetos, expresiones y expresiones o expresiones y obje- 
tos. (Podríamos también admitir variables que abarcaran relaciones 
triádicas, pero no serán necesarias.) Sean * F” y *G”, con o sin subíndices 
numéricos, las variables de clase y sean *R” y *(Q” —con o sin subíndi- 


1 Véase Tarskt, Der Wahrheitsbegriff, $ 5. 
2 Este método se debe fundamentalmente a Tarskt, en Der Wahrheitsbegri ff. 
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ces— las variables de relaciones diádicas!. Dentro de MS, además de los 
axiomas sintácticos y de los axiomas no lógicos de L, se tienen también 
los axiomas lógicos acerca de las funciones veritativas y los cuantifi- 
cadores, incluyendo cuantificadores para todos los géneros de varia- 
bles admitidos. (Véase VI, G.) Con este somero esquema quedarán cla- 
ros los rasgos más característicos de MS¿. | 

Podemos ahora definir *'Den” o “Sat” dentro de MS¿: escogeremos 
“Sat”. Necesitamos dos o tres conceptos preliminares, que definiremos 
a continuación. ) 

“SartalmpTildes a* abrevia (Eb) (a IngEnm b . (c) (c IngEnm b: >: 
c = tilde .v. (Ed) (d Ant, ec . c = (tilde-tildend))y, 

y análogamente, 

“SartaParTildes a” abrevia “((b) (SP b . Sega :>: b = tilde) . —Sarta 

ImplTildes a). 
Hemos dado respectivamente las definiciones de sarta impar de tildes y 
de sarta par de tildes. Para simplificar, supongamos de momento que L 
no contiene ningún elemento primitivo *=* y sólo dos constantes pre- 
dicativas primitivas, “P” y “P”, teniendo éstas respectivamente uno y dos 
lugares vacíos. Podemos entonces definir el concepto de satisfacción 
pseudo-atómica mediante una especie de enumeración. 

“xa SatPsAt a” abrevia “((Eb) (Vbl b . a = (penb) . Px) .v. (Eb) 
(Ec) (Ed) (Ee) (Vbl b . Vbl c . SartaParTildes d . SartalmpTildes e : 
((a = (b cu pen acrbac) .v. a = (b cu dapenacrbac)) . (y)P'yx) .v. (a 
= (b cu enpenacnbac) . (y)-P'yx) .v. ((a = (c cu penacnbac) .v. 
a = (c cu da penacrbac)) . (y)P'xy) .v. (a = (c cuenpenacibac) . 
(y)-P'xy))). 

Obsérvese que cuando x satisface pseudo-atómicamente a, ésta tiene 
una de las formas siguientes (en las que x e y son variables distintas): 


MESES NES 
número par de veces 
(NY... —Pyx', 
número impar de veces 
(nPxy, O 
(N=. .. —Pxy”, 


número par de veces 


A RO 
número impar de veces 

(Si L contiene predicados primitivos adicionales o un elemento primi- 
tivo *=”, la lista debe ampliarse convenientemente.) El concepto de 

satisfacción puede entonces definirse así: 
“x Sat a” abrevia “(R) ((y) (b) (y R b :=: y SatPsAt b .v. (Ed) (Ee 
(FuncPropUna d,e . b = (tilde d) . y R b) .v. (Ec) (Ed) (Ea”) (Func- 
PropUna c,a' . FuncPropUna d,a' . b=(cuved).(yRc.v. y Rd)) .v 


1 En rigor, tampoco son necesarias las variables de clase, y se puede prescindir 


de ellas si se quiere. 
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(Ec) (Ed) (FuncPropUna c.d . b= (d cu c) . (22 Re) .D.xR a)”. 
Sobre la base de esta definición pueden demostrarse, dentro de MSz, 
RSatl y RSat2 (del $ A anterior), para un L apropiado. Sabemos que 
a partir de “Sat” pueden definirse los otros conceptos de la semántica 
de L y que a partir de RSatl y RSat2 pueden demostrarse los teoremas 
básicos de la semántica. 


Adviértase que esta definición de “Sat” es en realidad una definiclón 
recurrente. Con el definiens como hipótesis, consideramos primero 
“y R b” en los casos más simples, cuando y satisface b pseudo-atómica- 
mente; entonces, admitiendo que “Sat” quede definida para este caso de 
b, abordamos casos de creciente complejidad, que incluyen *-”, ty” o 
cuantificadores. El efecto de este procedimiento recurrente se consigue 


gracias al cuantificador “(R)”, cuya presencia es esencial en el definiens. 


Si se toma el lenguaje objeto L como sistema lingiiístico de cualquier 
orden finito, puede construirse de un modo análogo un metalenguaje 
semántico (basado en definiciones) para L de orden inmediato superior; 
este método de las definiciones puede ampliarse a fin de aplicarlo a 
lenguajes objeto de gran alcance como T, T., o S. Para basar en defl- 
niciones una semántica de estos sistemas podemos, o bien presuponer 
en el metalenguaje variables de tipo transfinito, o bien emplear otros 
procedimientos matemáticos de alcance comparable; pero bien pueden 
surgir algunas dudas acerca de la legitimidad de semejantes procedimien- 
tos en semántica; det odas formas, el problema de dar a estos siste- 
mas de gran alcance una semántica basada en definiciones es algo es- 
pecial, y no es necesario extendernos más sobre ello?, 


Hemos indicado que un metalenguaje basado en definiciones para 
un lenguaje objeto L, debe ser «esencialmente más rico» en modos de 
expresión lógicos o semánticos que L, mismo. Con frecuencia, el meta- 
lenguaje semántico es materialmente más rico en modos de expresión 
que L,: es decir, que contiene, no sólo una traducción de L,, sino tam- 
bién una ampliación material conveniente de L,. En este caso, el meta- 
lenguaje puede contener, en términos generales, cierto L, del cual una 
parte sea una traducción de L,, o bien puede contener axiomas de mayor 
alcance que los de L,. Los elementos primitivos de L, han de ser tales 
que contengan los de L, o que éstos sean definibles a partir de aquéllos; 
y los axiomas de L, han de ser tales que todos los teoremas de L, sean 
demostrables a partir de aquéllos, pero no a la inversa. Por supuesto, 
los metalenguajes materialmente más ricos son también, a fortiort 
esencialmente más ricos. Tendremos pocas ocasiones de volver a hablar 
de estos metalenguajes, pero pueden ser útiles en determinados casos y 
es importante distinguirlos de los otros tipos que hemos venido conside- 
rando. 


1 Esta definición es una modificación de la de TARSKI1, Op. cit.; pp. 311-12, 
2 Véanse, sin embargo, los trabajos de KEMENY y WaAnc citados en la nota 1, 
página 144. 
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F. EN FAVOR DE MS% Y DE OTROS METALENGUAJES SEMÁNTICOS SE- 
MEJANTES 


Al cerrar esta parte del estudio y antes de entrar en la semántica 
intraducente, repasemos algunos de los ragos generales de los metalen- 
guajes semánticos basados en elementos primitivos especiales, compa- 
rándolos y contrastándolos con los metalenguajes basados —como 
MS¿— en el método de la definición. 

En primer lugar, un metalenguaje basado en un elemento primitivo 
especial proporciona una semántica directamente axiomática, pues los 
axiomas caracterizan implícitamente el elemento primitivo especial 
adoptado. Una semántica de esta índole es, en ciertos aspectos, análoga 
a una axiomatización directa de la aritmética en la que se tomasen los 
números naturales (o los números enteros positivos) como valores para 
las variables. Para determinados fines podría desearse una carac- 
terización axiomática directa de los números naturales en lugar de un 
análisis lógico de ellos (como el dado por Frege o Russell); aquí hemos 
dado una caracterización axiomática directa de —por ejemplo— la deno- 
tación múltiple, en vez de un análisis lógico de ella mediante el método de 
definiciones; ambas clases de métodos semánticos pueden ser intere- 
santes y útiles para determinados fines, igual que los dos métodos aná- 
logos son de interés en la formulación de la aritmética; la caracteriza- 
ción axiomática directa posee ventajas en ambos casos. 


Los metalenguajes semánticos basados en elementos primitivos 
especiales están de acuerdo con la perspectiva filosófica general del cons- 
tructivismo de primer orden. Dado un lenguaje objeto L, queremos dar 
los conceptos básicos en la semántica de L usando sólo conceptos lógicos 
y semánticos muy limitados. Las razones de preferir estos conceptos 
limitados deberían ser obvias; consideraremos detalladamente algunas de 
las razones que abogan por el constructivismo de primer orden en un 
capítulo ulterior (XIII); pero indicamos ahora de nuevo que si L se 
toma como un lenguaje de primer orden en sentido estricto, entonces 
MS; y los metalenguajes semánticos semejantes lo son también; mas, 
si L es un lenguaje de primer orden sólo en sentido amplio, entonces 
MS; y los metalenguajes semánticos semejantes lo son en el mismo 
sentido. El carácter de los metalenguajes semánticos como lenguajes de 
primer orden depende tan sólo del carácter del lenguaje objeto, y en 
modo alguno de los conceptos sintácticos y semánticos utilizados. Por 
otra parte, si el lenguaje objeto es de orden n, una semántica basada 
en el método de definición sólo puede formularse dentro de un sistema de 
—al menos— orden (n + 1) (o de orden n sólo en un sentido ampliado). 
Una semántica formulada a base de un elemento primitivo especial 
tiene la ventaja de presuponer solamente el tipo de lógica básica suma- 
mente sencilla que hemos tratado en el capítulo 11, para un lenguaje L 
de primer orden. 

Hemos indicado también que el método semántico de los elementos 
primitivos especiales es general, en el sentido de que es aplicable a todos 
los lenguajes objeto del género apropiado, incluyendo lenguajes tales 
como S y T. Esto, naturalmente, no significa que los lenguajes objeto 
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se tomen como valores para variables (véase (XIII, H)); estos métodos 
son generales más bien en el sentido de que, de cualquier L fijo dado, 
resulta inmediatamente un método de construir un metalenguaje se- 
mántico de L. (Una posible excepción a esta característica es el caso de 
los metalenguajes semánticos basados en la designación o la determina- 
ción para lenguajes objeto del tipo de S.) Hemos observado anterior- 
mente ciertas limitaciones a este respecto en el método semántico de 
definición, a no ser que éste se amplíe convenientemente. 

Debemos indicar también la extraordinaria simplicidad de estos 
metalenguajes: todos los elementos primitivos usados en ellos son rela- 
ciones semánticas particularmente sencillas y palmarias; no se necesitan 
conceptos complicados para construir las teorías de los elementos pri- 
mitivos especiales que se adopten (en particular, no se requieren como 
valores para variables números naturales, ni series infinitas de entidades 
de ningún género, ni expresiones de tipo transfinito, etc.) *. Los con- 
ceptos lógicos en una semántica basada en definiciones son aproximada- 
mente equivalentes a los que se requieren para desarrollar la teoría mate- 
mática de los números reales fundándola en los números enteros ?, y 
parecería algo anómalo requerir semejantes conceptos de gran alcance 
para formular la teoría semántica, cuya estructura es y debe ser esen- 
cialmente muy sencilla. 

Estas diversas ventajas también se aplican cuando se considera una 
semántica en la cual “Vrd” esté tomado como elemento primitivo. 

Por otra parte, una semántica basada en el método de definición 
posee la importante ventaja de que todos los términos semánticos son 
definibles en ella, pero a costa de presuponer una lógica básica de mayor 
alcance. 

No obstante, en un sentido más profundo, una semántica basada en 
“Vrd” o en un elemento primitivo especial es fundamentalmente igual a 
una semántica basada en definiciones desde el punto de vista siguiente. 
Para ambos tipos de teorías necesitamos nuevos elementos primitivos; 
o bien tomamos nuevos elementos primitivos lógicos, o bien los que 
llamamos específicamente semánticos (pero el nombre que les demos es 
de escasa importancia). En el primer caso adoptamos un sinnúmero 
de elementos primitivos, variables y cuantificadores de clases, relaciones 
diádicas, etc., de un tipo al menos inmediato superior al de las variables 
del tipo más alto que aparezcan en el lenguaje objeto: hacen falta nuevos 
axiomas y reglas que caractericen estos nuevos cuantificadores. Lo 
mismo puede decirse de una semántica basada en un elemento primitivo 
especial: pero en este caso necesitamos únicamente un nuevo elemento 
primitivo caracterizado por unas reglas semánticas adecuadas, elegidas 
sólo para que nos proporcionen una semántica y nada más. En el método 
de definición, los nuevos cuantificadores y las nuevas reglas otorgan 
bastante más de lo que se pretende: a base de semejantes cuantificadores 
pueden formularse nuevos terrenos de la teoría lógica. Pero si estos 


1 El método de TaArsk1I requiere fundamentalmente algunas de estas entidades, 
aunque no dentro de los metalenguajes basados sobre el método de definición como 
el MSZ anteriormente tratado. 


2 Cf. HiLBERT y BERNAYS, op. cit., vol, 2, Supl. 1V. 
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cuantificadores no son necesarios y de hecho no se usan nunca, no parece 
haber razón para introducirlos con fines semánticos. Una semántica 
basada sobre un elemento primitivo especial concentra la atención 


en los conceptos efectivamente necesarios con arreglo a la finalidad 
perseguida. 


Veríamos esto con un poco más de claridad si hubiésemos de for- 
mular una semántica basada, no en un elemento primitivo especial, 
sino únicamente sobre las nuevas variables, cuantificadores y contextos 
en que éstos aparecen, que se usan efectivamente. Hemos visto en el $ E 
que sólo necesitamos nuevas variables y cuantificadores para relaciones 
diádicas (de determinada clase); si hubiésemos de desarrollar con detalle 
la semántica del $ E, veríamos, además, que sólo necesitamos estos cuan- 
tificadores en tanto que prefijados a fórmulas de determinadas formas: 
así, incluso los cuantificadores para todas las relaciones diádicas, en 
tanto que prefijados a todas las fórmulas admisibles, son innecesarios 
en semántica. (No hace falta que mostremos esto con detalle; debe 
quedar suficientemente claro a partir de las consideraciones del $ E). 
En efecto, en una semántica basada en un elemento primitivo especial 
escogemos sólo los cuantificadores y contextos a los que éstos se pre- 
fijan que son realmente necesarios; dicho elemento nos permite simbolizar 


estos cuantificadores y contextos de un modo sencillo, conveniente y 
claro. 


No parece, pues, que exista un auténtico conflicto entre estos dos 
tipos de semántica: una de ellas no es en realidad sino un fragmento de 
la otra y, por ello, goza de muchas ventajas. Debido a que hasta aquí 
la atención se ha centrado casi exclusivamente en la semántica basada 
en definiciones, hemos creído de interés en este libro desarrollar el 
método de los elementos primitivos especiales con bastante detalle. 


CAPÍTULO VIil1i 


n. E A 


Semántica intraducente (ID) 


Los diversos metalenguajes semánticos desarrollados en los capítulos 
anteriores tienen en común un importante rasgo: contienen, de una u 
otra forma, la totalidad del lenguaje objeto, L, al cual se aplican. Una 
manera de conseguir esto consiste, como hemos visto, en hacer corres- 
ponder a cada símbolo del lenguaje objeto su traducción en el meta- 
lenguaje semántico; también podemos pensar que este último es simple- 
mente una ampliación del lenguaje objeto, conseguida gracias a la adi- 
ción de ciertos elementos primitivos sintácticos y semánticos, junto con 
axiomas que los caractericen. Pero, en ambos casos, el lenguaje objeto 
L reaparece in toto en el metalenguaje semántico. Podemos llamar a todo 
metalenguaje semántico de este tipo, metalenguaje traducente, y a la 
semántica que implica, semántica traducente. Todos los metalenguajes 
semánticos que han sido estudiados hasta aquí con cierto detalle téc- 
nico, en este libro y en otros estudios, parecen ser de carácter tradu- 
cente. 

En este capítulo plantearemos las bases de una teoría semántica 
que podremos llamar, por carecer de este rasgo decisivo, semántica 
intraducente, y los metalenguajes que formularemos serán llamados 
metalenguajes semánticos intraducentes. Estos metalenguajes suponen 
una divergencia radical con todas las clases de metalenguajes estudiados 
hasta ahora. En algunos aspectos, como veremos, tienen un alcance me- 
nor, y algunos principios de la semántica traducente deberán ser sacri- 
ficados. Teniendo en cuenta el papel vital que estos principios han 
desempeñado hasta aquí, es quizá curioso que se pueda conseguir 
tanto sin ellos. Pero esto es anticipar las cosas. 


La denotación múltiple y los demás elementos primitivos semánticos 
considerados en el capítulo VII, como recordaremos, ponen en relación las 
expresiones de un lenguaje con los objetos acerca de los cuales habla este 
lenguaje. Una semántica fundada en relaciones de este tipo debe, por 
lo tanto, contener expresiones para los símbolos del lenguaje objeto, 
así como para sus objetos. El propósito del presente capítulo es abando- 
nar el carácter primitivo de todas estas relaciones, poniendo en su lugar 
o bien la subsunción, o bien la comprensión (como fueron definidas en el 
capítulo IV). Al no introducir ningún elemento primitivo más, obtenemos 
un metalenguaje semántico que habla exclusivamente de las expresio- 
nes del lenguaje objeto, y no de sus objetos, ya que los elementos rela- 
cionados en la comprensión y en la subsunción son exclusivamente 
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expresiones. Al tomar como primitiva esta relación puramente lingiísti- 
ca, evitamos la necesidad de aumentar el metalenguaje con la incorpo- 
ración del lenguaje objeto dentro de él. La ganancia en economía y 
sencillez, es, por supuesto, enorme. 

Formularemos diversas posibilidades de metalenguajes intradu- 
centes, algunos de los cuales serán más sencillos que otros, en ciertos 
aspectos. Mostraremos que estos diversos metalenguajes son equiva- 
lentes y —más tarde— que proporcionan una base mínima para la 
semántica, en un sentido apropiado. 

Estudiaremos en el $ A cuáles son los elementos primitivos de un 
metalenguaje semántico fundado en la comprensión; en el $ B se darán 
unas definiciones preliminares; en el $ € definiremos de diversas maneras 
el concepto semántico de verdad, y en el $ D daremos las reglas que nos 
permitan la formulación de la semántica intraducente; por fin, se su- 
gieren diversas formulaciones posibles en el $ E. En el próximo capítulo 
continuará la exposición. 


A. FELEMENTOS PRIMITIVOS 


El primer metalenguaje semántico intraducente de que trataremos 
se compone de la teoría elemental del encadenamiento del capítulo 111, 
aumentada con una teoría de la comprensión. La lógica básica presu- 
puesta es del tipo considerado en el capítulo II. El metalenguaje tie- 
ne, así, una estructura muy sencilla: es un sistema lingiiístico de pri- 
mer orden (simple, aplicado), cuyo dominio fundamental está formado 
por individuos en un sentido muy estricto. Cuando “Cmpr” sea el único 
elemento primitivo semántico, el metalenguaje se llamará MS¿, el 
metalenguaje semántico de L fundado en la comprensión. Las únicas 
variables que se requieren son las variables representativas de expre- 
siones “a?, *b”, etc. 

El concepto de término en MS¿ puede definirse (por recurrencia) 
en un metalenguaje de MS¿ como toda variable o toda constante 
descriptivo-estructural, o como “(xy)”, donde x e y son términos cua- 
lesquiera. El concepto de fórmula se define como cualquier expresión 
*x = y” o “x Cmpr y”, donde x e y son términos, o como “A”, “(A v B)', 
“(xJA”, o *x3Ay”, en donde A y B son fórmulas, x una variable e y un 
término: esto constituye, en resumen, una descripción completa de la 
constitución primitiva de MS¿. El lenguaje objeto L debe tomarse 
aquí en el sentido del capítulo 111, o sea, como un sistema lingúístico 
cualquiera de primer orden, simple y aplicado, en el cual se incluya 
la identidad, pero no constante individual ni funcional algunas. 


B. ALGUNAS DEFINICIONES 


Antes de dar las reglas de MSZ, nos ocuparemos de algunas defi- 
niciones de conceptos ulteriores que han de ser útiles. Debe considerarse 
que las definiciones de los diferentes conceptos sintácticos de los capí- 
tulos III-V reaparecen aquí como definiciones de MS¿. 
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Habiendo tomado la comprensión como elemento primitivo, podría- 
mos tener ocasión de utilizar su recíproco. Para justificar esto necesi- 
tamos la definición de la subsunción, tal y como se dio en (1V, C). 

“a Sub b* abrevia *b Cmpr a”. BS 

La definición siguiente será la del concepto de expresión denotadora. 
No existía una necesidad formal de este concepto anteriormente (en 
los capítulos IV-VIT): las expresiones denotadoras se identificaban allí 
con las constantes predicativas; también aquí se las identificará con 
dichas constantes pero explícitamente, por medio de una regla; 
pero en primer lugar hay que definir este concepto a base de la compren- 
sión. Una expresión a de L es una expresión denotadora de L si y sólo 
si existe una expresión b de L tal que, o bien a comprende b, o b com- 
prende a; o, dicho de otro modo, si y sólo si a es un miembro del campo 
de la comprensión. Establecemos que 

“ED o” abrevia “(Eb) (a Cmpr b .v. b Cmpr a). 

Por supuesto, esta definición no es muy instructiva: no sabemos 
todavía qué expresiones de L son expresiones denotadoras y cuáles 
no lo son. Postularemos más tarde que las expresiones denotadoras 
de L son precisamente las constantes predicativas (véase la primera regla 
del $ D): llamemos a este supuesto Regla de las expresiones denotadoras. 
Obsérvese que “constante predicativa” es una frase puramente sintáctica, 
mientras que “expresión denotadora” es semántica, por estar definida 
a partir de la comprensión; la Regla de las expresiones denotadoras 
relaciona estos dos conceptos entre sí. 

Dos expresiones son coextensas (como en (IV, C)) si se comprenden 
mutuamente: 

“a CoExt b* abrevia “(a Cmpr b . b Cmpr a). 

Las definiciones siguientes están también estrechamente relaciona- 
das con las definiciones correspondientes de (IV, C): las definiciones se 
basan allí en la denotación múltiple; aquí los conceptos que éstas con- 
tienen serán definidos de otra manera, a partir de la comprensión. 

Una expresión es semánticamente nula si y sólo si está comprendida 
por toda constante predicativa. 


“Nula a” abrevia “(b) (ConsPred b .>. b Cmpr a”). 


De la sintaxis se sigue que existe por lo menos una constante predi- 
cativa y, por ello, que cuando a sea nula existirá por lo menos una b que 
comprenda a. De aquí que, según la Regla de las expresiones denota- 
doras, si a es nula, sea una constante predicativa y, por lo tanto, que no 
sea necesario añadir al definiens la cláusula *ConsPred a”. Como se podía 
esperar de las consideraciones de los capítulos IV y V, la teoría tiene 
en cuenta una infinidad de constantes predicativas, distintas pero coex- 
tensas. Hablando intuitivamente y de nuevo en el terreno de la denota- 
ción múltiple, diremos que las constantes predicativas nulas son aquéllas 
que no denotan nada. | | 

De un modo análogo, podemos hablar también de expresiones se- 
mánticas universales. 

“Univ a* abrevia *“(b) (ConsPred b .>. a Cmpr by. 

Todas las expresiones universales serán constantes predicativas por 

razones parecidas a las que se daban en el caso de las constantes pre- 
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dicativas nulas, de manera que no es necesario añadir “ConsPred” a” al 
definiens. Los postulados serán tales que aseguren la existencia de un 
infinidad de constantes predicativas universales, distintas pero mutua- 
mente coextensas. Hablando intuitivamente, una constante predicado 
universal denota todos los objetos de L£. 

Conviene tener una notación especial para las constantes predica- 
dos no nulas. Por ello, como en (1V, €), establecemos que 

“E! a” abrevia ((ConsPred a . — Nula a)”. 

Supongamos que tenemos una constante predicado no nula, a, 
tal que esté comprendida por toda expresión no nula que ella com- 
prenda. Así, una constante predicativa a denota, (1) por lo menos un 
objeto, y (2) a lo sumo un objeto: que (1) es cierto es evidente ya que a 
es no nula; que (2) también lo es puede verse como sigue (gracias a la 
sintaxis sabemos que en L existe una infinidad de constantes predi- 
cativas disponibles). Sea b cualquier expresión no nula que a comprenda; 
supongamos que b denota sólo dos objetos; pero b comprende también 
a por hipótesis, de manera que a también puede denotar a lo sumo dos 
objetos; sea ahora c una entre las múltiples expresiones que denotan 
tan sólo un objeto; si a comprende c, por hipótesis c también deberá 
comprender, a de manera que a podrá denotar a lo sumo un solo objeto. 
Por consiguiente, si a es una constante predicativa no nula y está com- 
prendida en cada expresión no nula que ella comprende, a denota un 
objeto, y sólo uno. Una expresión semejante es una constante predi- 
cativa semánticamente unitaria. 

“Unit a' abrevia (E! a . (b) (-Nula b . a Compr b:>: b Cmpr a)) . 

Una constante predicativa común es aquella que no es unitaria y es 
no nula. 

“Com a” abrevia (E! a. —Unit a)”. 


La suma semántica de dos constantes predicativas b y c denota todo lo 
denotado ya sea por b o por c. Expresándonos totalmente en términos 
de comprensión, podemos decir que una expresión a es la suma semán- 
tica de las expresiones b y c cuando a comprende a la vez b y c y cuando 
cada d que comprende a la vez b y c, comprende también a. 

“a Sum b, c* abrevia “(a Cmpr b . a Cmpr c . (d) (d Cmpr b . 
d Cmpr c :D: d Cmpr a))”. 
Se puede postular, a este efecto, que dadas unas constantes predicativas 
cualesquiera b y c, existe por lo menos una suma semántica de b y c. 
Después será fácil demostrar que las sumas semánticas poseen las pro- 
piedades formales adecuadas. 

De un modo semejante, se dice que una expresión a es el producto 
semántico de las expresiones b y c si y sólo si tanto b como c compren- 
den a, y cada d que comprenden tanto b como c está también compren- 
dida por a. 

*a Prod b,c' abrevia “(b Cmpr a . c Cmpr a . (d) (b Cmpr d . c Cmpr 
d :5: a Cmpr d)). 

El producto de dos constantes predicativas denota tan sólo los obje- 
tos denotados por ambas. Postularemos la existencia de por lo menos un 
producto semántico de dos constantes predicativas cualesquiera, y 
las leyes formales concernientes a estos productos serán demostrables. 
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Por último, podemos decir que una expresión a es una negación 
semántica de b si y sólo si, para todo c, a y b comprenden ambas c si 
y sólo si c es nula, y para todo c, c comprende a la vez a y b si y sólo si c 
es universal. 

“a Neg b” abrevia *((c) (a Cmpr c . bCmprce :=: Nula c) . (c) 
(c Cmpr a . c Cmpr b :=: Univ c)). | 

De nuevo, se postulará la existencia de al menos una negación se- 
mántica de todas constantes predicativas, y las leyes formales que se re- 
fieran a estas negaciones serán demostrables. 

Es un poco difícil indicar a esta altura la utilidad de estos con- 
ceptos en una semántica intraducente. En particular, ayudan a com- 
pensar la escasez de los medios de expresión disponibles: el concepto 
de Suma nos permite manejar las proposiciones del lenguaje objeto de 
la forma de las disyunciones materiales, el de Prod las de la forma de 
las conyunciones, y el de Neg, las de la forma de las negaciones. 

Tan importante como los anteriores es el concepto de la implicación 


semántica de constantes predicativas, que se introducirá en el próximo 
capítulo. 


C. VERDAD 


Estamos ahora capacitados para definir el concepto semántico 
de verdad para L en MS¿ : puede darse éste de cualquiera de las cuatro 
maneras tratadas en (V, SSA y B). En realidad, podemos considerar 
ahora que estas cuatro definiciones lo son de MS. El definiens de 
cada una de ellas contiene “Univ” de una manera esencial, que 
ahora habremos de considerar definida a base de la comprensión, como 
anteriormente, en vez de a partir de la denotación múltiple, como 
en (IV, CG). 

Uno de los rasgos más importantes de la semántica intraducente 
es que para la definición de verdad debe abandonarse el requisito de 
adecuación. La razón es que ni siquiera cabe enunciarle para el sistema 
formal MS¿, ya que éste contiene tan sólo descripciones estructurales, 
y no traducciones de las expresiones de L. Establecer la necesidad de 
adecuación presupone que en el metalenguaje semántico se tienen 
unas y otras a la vez, o sea, que se pueden a la vez mencionar y utilizar 
las expresiones del lenguaje objeto, como hemos indicado en (V,C). 

En cierto sentido, a las definiciones de verdad no ha de exigírselas 
aquí adecuación, pero aquéllas están claramente de acuerdo con éstas: 
en otras palabras, el significado dado al elemento primitivo *Cmpr” 
es tal que el concepto de verdad resultante es esencialmente el que 
tendría un sistema formal en el cual la condición de adecuación pudiese 
ser establecida y demostrada con toda generalidad. No se trata de que 
neguemos aquí la adecuación de ninguna manera, ni tampoco de que 
supongamos su negación: no se puede demostrar explícitamente que los 
conceptos de verdad definidos estén claramente de acuerdo con ella; 
para afirmarlo hemos de apoyarnos en nuestra intuición del significado 


preciso de *Cmpr”. (Véase luego (XII, G).) 
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Para los fines del desarrollo subsiguiente en este capítulo y en los 
capítulos IX y X, consideraremos que el concepto de verdad está defi- 
nido por la cuarta de estas definiciones, correspondiente a la (V) de (V, B), 
a partir de abstractos vacíos. No nos referiremos en lo sucesivo a las otras 
definiciones de verdad, por no necesitarlas para los fines presentes. (Las 
diferentes definiciones de verdad son, sin embargo, equivalentes entre 
sí, aunque no daremos demostración de esto. De todas maneras véase 


TDI7 en el capítulo 1X). 


D. REGLAS GENERALES DE LA COMPRENSIÓN 


Las reglas de MS¿ se pueden dividir en tres grupos: (i) reglas ló- 
gicas, (11) reglas sintácticas, y (ii) reglas semánticas. Las reglas lógicas 
son las que se dieron anteriormente en (111, B), que proporcionan un 
sistema lingiiístico de primer orden, con inclusión de la identidad, 
simple y aplicado. Las reglas sintácticas comprenden RSin1-RStin3 
de (III, B), pero abandonamos la Regla de inducción infinita, RSin4 ; 
en su lugar tomamos dos de sus consecuencias, la Regla de ingredientes 
enmarcados, TG 4 (11D), y la Regla de las expresiones, TG-13 (111). (Re- 
cordemos que utilizando éstas podemos demostrar la Regla de induc- 
ción TG14 y con ella los diversos teoremas de (III, C).) Al abandonar 
RSin4 no debilitamos de modo apreciable la sintaxis de L, y esta regla 
no es necesaria para los fines semánticos que aquí nos proponemos 
alcanzar. 

Las reglas semánticas de MS¿, las Reglas generales de la comprensión, 
estipulan propiedades de las constantes predicativas que no dependen en 
modo alguno del carácter específico del lenguaje objeto: son generales en 
tanto se aplican por igual a todos los lenguajes de los que ahora tratamos; 
no establecen qué constantes predicativas del lenguaje objeto compren- 
den a cuáles. Naturalmente, algunas constantes predicativas de L 
comprenderán otras en virtud únicamente de la lógica subyacente: 
esto se seguirá de las Reglas generales; pero las propiedades de la 
comprensión que de algún modo tengan como base o reflejen el carác- 
ter de los axiomas o teoremas no lógicos del lenguaje objeto, no po- 
drán ser establecidas utilizando simplemente las Reglas generales; 
ello deberá hacerse de otra manera (Véase (IX, E).) 

Las Reglas generales de la comprensión son como sigue. La primera, 
la Regla de las exprestones denotadoras, ya ha sido mencionada antes. 

RGCI. FEDa.=. ConsPred a. | 

Tenemos también una Regla de transitividad. 

RGC2. + a Cmpr hb. e Cmpr a : >: c Cmpr b. 

“Ya se ha dicho que, dadas dos constantes predicado cualesquiera a y bh, 
debe existir por lo menos una suma semántica de a y b. En vez de pos- 
tular esto directamente, admitiremos que cuando a, b y c sean expre- 
siones relacionadas semánticamente de algún modo, a sea la suma 
semántica de b y c. Supongamos que existen una b', una c' y una d 
tales que b” sea una función proposicional de la variable única d, b sea 
(drepinv,b'”), c” sea una función proposicional de la variable única d, c 
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sea (daepinunc”), y a sea (dsepinus (0 uve c')). En estas circunstancias 
estipulamos que a es una suma semántica de b y c, lo cual viene dado 
por la Regla de la suma. 

RGC3. E (Eb”) o (Ed) (FuncPropUna b”,d. FuncPropUna c', d. b= 
(dsepinvnb') . c = (daepinuac”) . a = = (d-epinva (b” uve e) . EA 
a Sum b,c. 

Gracias a esta regla obtenemos cierta correspondencia entre los concep- 
tos contenidos en “uve' y Sum”. 

Se postula un principio análogo referente a los productos semánticos. 
Recordemos que “(a punto b) se definía en (III, D) como “tilde a uve 
tilde b)”. La correspondencia que exigimos entre el Concepto contenido 
en “punto” y *Prod” es parecida a la existente entre “uve” y “Sum”, y está 
dada por la siguiente Regla del producto: 

RGC4. + (Eb”) (Ec” (Ed) (FuncPropUna b',d . FuncPropUna c',d . 
b= (drepinvorb”) . c = (drepinunc”) . a = (dnepino-(b' punto c'))) .D. 
a Prod b.c. 

Hace falta una Regla de negación para dar las circunstancias en las 
cuales una constante predicado es la negación semántica de otra; esto 
nos dará la correspondencia que queremos exista entre “tilde” y “Neg. 

RGC5. E (Ec) (Ed) (FuncPropUna c,d . a = (drepinvac) . b= (da 
epinuntildenc)) .. b Neg a. 

Obsérvese que las fórmulas que son esencialmente las inversas de los 
axiomas estipulados por RGC3, RGC4 y RGC5, no son válidas. Por 
ejemplo, b puede ser una negación de a en el sentido definido cuando b y 
a no estén relacionados del modo que requiere la hipótesis de RGCS5; 
y 'x3 —Px” es una negación semántica de “x 3 (Px v —Px))”, por ejemplo, 
a pesar de que estos dos abstractos no están relacionados de la manera 
exigida por la hipótesis. 

La próxima regla, la Regla de los productos semánticos no nulos, nos 
da una condición suficiente para que un producto semántico sea no 
nulo. 

RGC6. F d Neg b . c Prod a,d . —b Cmpr a :>5: —Nula c. 

Este principio es necesario para fines técnicos, especialmente para la 
demostración de una ley distributiva. 

También se necesita una regla referente a los productos semántica- 
mente nulos con un factor común, la Regla de los productos semántica- 
mente nulos. 

RGC7. FE d Sum a,b . d Cmpr ce . (e) (c Cmpr e . (a Cmpr e .v. 
b Cmpr e) :>: Nula e) :>: Nula c. 

Esta regla también es necesaria para fines técnicos, sobre todo para 
la demostración de una ley distributiva. 

La siguiente Regla general, RG.C8, es de carácter algo diferente: 
las reglas precedentes habían estipulado ciertas propiedades generales 
de la comprensión?; la siguiente establece, en cambio, que ciertas cons- 
tantes predicativas son universales. Esta regla es general, ya que es válida 


para todos los aguas L del tipo que estudiamos y no depende en 
1 RGC2-RGC7 se asemejan. de hecho a algunos de los postulados de inclusión 


de TARSKI para el álgebra booleana. Ver su «Grundzige der Boole'schen Algebra l», 
en particular pp. 181-2. 
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modo alguno de la estructura axiomática específica de L; su finalidad 
es permitirnos mostrar que cualquier axioma lógico de L (a condición de 
que sea una proposición) o cualquier clausura del mismo, es verdadero 
en sentido apropiado. 

RGCS8. + (Ec) (a Clau' c . AxLog c) . Vbl b :>: Univ (brepinvsa), 

También se necesita una regla para discriminar propiamente las 
constantes predicado universal y nula, la Regla de discriminación. 

RGC9. E Univa . Nula b:>: —b Cmpr a. 

Se sigue de esta regla que las constantes predicado universales y nulas 
no son coextensas. (Adviértase que la regla no estipula que existan 
cosas tales como constantes predicativas universales: esto debe demos- 
trarse de alguna otra manera). 

La definición de verdad que se utilizará en el desarrollo subsiguiente 
es la establecida a base de abstractos vacíos. Para fijar explícitamente 
las propiedades semánticas de éstos, se necesitan tres Reglas de abs- 
tractos vacíos. La primera relaciona los abstractos (posiblemente) vacíos 
con los (posiblemente) no vacíos, de determinada manera. 

RGCI0. F FuncPropUna b,a . Vbl e . Univ (anepinvab) :D: Univ 
(anepinunc cu b). 

Lo que constituye esencialmente la fórmula inversa de RG CIO es de- 
mostrable (véase (IX, D), TD18). 

La segunda regla estipula que todo abstracto vacío (brepinvra) 
comprende cualquier abstracto vacío (crepinvra), siendo b y c variables 
distintas. 


RGCII. + Prop a . Vblb. Vble. =b= c:0: (brepinvna) Cmpr 
(crepinuna). 

Una consecuencia inmediata de GRCI1 es que los abstractos que nos 
interesan son coextensos. 

La tercera Regla de los abstractos vacíos estipula que cualquier 
abstracto vacío es o bien universal o bien nulo. 

RGCI2. + Prop a . Vbl b:0: Univ (brepinvra) .v. Nula (brepino 
na). 

Gracias a esta regla podemos demostrar que, dada una proposición 
a de L, o a o su negación son verdaderas. 

También necesitamos una regla estrechamente relacionada con 
RGCIlI, pero referente a los abstractos no vacíos. Esta Regla de las 
variables abstractas ligadas equivale a una regla para volver a escribir 
las variables ligadas en abstractos no vacíos. 

RGCI3. F FuncPropUna a,b . bVLb a .dSIbja.-b=c:>: 
(brepinvna) Cmpr  (crepinond). 

Finalmente, admitimos que las constantes predicativas primitivas 
monádicas de L son coextensas con ciertos abstractos. Tomando L 
como en el capítulo 11 (pero sin constantes primitivas individuales o 
funcionales), recordamos que *P” es la única constante predicativa pri- 
mitiva monádica. Por tanto, basta con admitir lo siguiente: 

RGCI4. E pe CoExt (qisnepinv, penqgis). 

Esto completa la lista de las Reglas generales de la comprensión; 
en (IX, G), demostraremos la coherencia de estas reglas con relación 
a las reglas lógicas y sintácticas de MSZ. 
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Si hubiésemos de definir “Cmpr' en MS; como en (1V, C) así como 
“Sum”, “Prod”, etc. comprobaríamos que de hecho son demostrables 
en MS; reglas análogas a RGC2-RGC-14. En MS no introdujimos 
formalmente el concepto de expresión denotadora; podríamos haberlo 
hecho, sin embargo, definiendo 

“ED a? como *ConsPred a” 


Entonces la regla análoga a RGC] se deduciría inmediatamente; 
no dimos estas reglas en la exposición de MS5, porque eran relativamente 
poco importantes: allí no forman sino un fragmento de una teoría 
mucho más rica. Ahora nuestra tarea consiste en mostrar que estos 


principios son suficientes para alcanzar los fines semánticos que nos 
hemos propuesto. 


E. DIVERSAS BASES POSIBLES 


“Cmpr” se ha tomado anteriormente como único elemento primitivo 
semántico de la semántica intraducente. Ahora consideraremos otros 
varios elementos primitivos posibles. 

Se ve fácilmente que “Cmpr” no es simétrico, es decir, que podemos 
demostrar fundándonos en RGC1-RGCI4, que 

E = (a) (a Cmpr b.>. bCmpr a), 
ya que por RGC9 tenemos que 
F Univ a . Nula b.. a Cmpr b:>: —b Cmpr a, 
y de aquí 
F (Ea) (Eb) (a Cmpr b . —b Cmpr a), 
siempre que 
F (Ea) (Eb) (Univ a . Nula b . a Cmpr b). 
(Véase TB6 en (IX,B)). Los predicados primitivos diádicos que son 
simétricos se suelen preferir a los que no lo son *; de aquí que tenga 
interés el considerar también los elementos primitivos simétricos de 
alcance definitorio determinado. No hace falta buscar muy lejos estos 
predicados. Expresemos por “0” la relación de solapamiento semántico: 
“a O b” se da cuando a y b son ambas constantes predicativas de L que 
denotan (en el sentido de denotación múltiple) al menos un objeto en 
común. O, también, expresemos por * J” la relación de ser semánticamente 
discreto, de manera que “ab” sea cierto si a y b son dos constantes predi- 
cativas de L que no denotan ningún objeto en común ?. Ambos predica- 
dos son simétricos y tanto uno como otro pueden ser tomados como 
primitivos en lugar de 'Cmpr. 

“Cmpr” puede definirse a base de *O”. 

“a Cmpr b” puede abreviar “(ConsPred a . ConsPred b . (c) (c O b 
.D. 0 a)), de forma que fundándose en *O” se pueden definir todos los 


1 Véase N. GOODMAN, «The Logical Simplicity of Predicates», The Journal of 
Symbolic Logic, 14 (1949), pp. 32-41, y «An Improvement in the Theory of Simplicity», 
ibíd., pp. 228-9, También The Structure of Appearance, pp. 59-75. 

2 Los símbolos de solapamiento y discreción semánticos son los usados por Good- 


man para los conceptos correspondientes del cálculo de individuos. Cf. The Structure 
Of Appearance, pp. 43-4, 
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conceptos de la semántica intraducente. En vez de limitarnos a reem- 
plazar las frases de la forma “a Cmpr b” por sus definientia a partir de “O” 
en las definiciones de los parágrafos anteriores, debemos buscar otras 
más directas; y de la misma manera, en los desarrollos primitivos de 
RGC-RGIA, no debemos limitarnos a reemplazar frases de la forma 
“a Cmpr b* por sus definientia a base de “O”, sino buscar reglas más 
directas a base de “0”. Advertencias semejantes se aplican a una se- 
mántica intraducente basada en la discreción semántica. | 

Hemos elegido aquí “Cmpr” como elemento primitivo semántico, 
no porque sea el «mejor» elemento primitivo en algún sentido intituitivo, 
sino porque resulta rápido disponer de las reglas que a él se refieren. 
Estas reglas, como indicaremos en el capítulo siguiente, proporcionan 
directamente un álgebra booleana basada en la inclusión. El carácter 
de la semántica intraducente como álgebra booleana de la inclusión 
fundamentada en la sintaxis elemental aparece así claramente; el que 
esta semántica pueda considerarse simplemente como un álgebra am- 
pliada tal vez no se ha reconocido hasta ahora. 

Con RGCI-RGC1I4 es muy probable que quepa demostrar todos 
los axiomas que pudiéramos adoptar para la caracterización de cualquiera 
de estos diversos elementos primitivos posibles (y viceversa, si estos 
axiomas han de bastar para establecer la teoría). Por lo tanto, es de su- 
poner que estas diversas maneras de formular la semántica intraducente 
sean equivalentes. 

También podemos tomar como elementos primitivos determinados 
predicados semánticos monádicos. En primer lugar, supongamos que 
se toma como único elemento primitivo semántico un “Vrd” intraducente 
y se le caracteriza mediante axiomas apropiados. Tales axiomas po- 
drían seguramente demostrarse en MS¿; pero “Cmpr” puede definirse a 
base de *Vrd” como sigue: 

-*a Cmpr b” abrevia *(ConsPred a . ConsPred b . Vrd (qis cu (b-qts 
dscd anqis)))” ?. 

Luego, con unos axiomas convenientemente escogidos para *Vrd”, 
RGC1-RGC14 aparecerían probablemente sin tardar como teoremas de 
este metalenguaje. Así, los dos metalenguajes serían también equiva- 
lentes aquí. 

- Otra posibilidad consiste en tomar “Univ” como elemento primitivo, 
en lugar de “Vrd”. Es evidente que los dos pueden definirse entre sí, 
las definiciones de “Vrd” a base de “Univ” ya se han dado anteriormente: 
pero también 

“Univ a” puede abreviar (Eb) (Vrd b . a Sig” b . PropUnivAt b). 

De aquí que, fundándose en los axiomas convenientes para “Univ” 
tomado como elemento primitivo, el metalenguaje fundado en n *Vrd' 
pueda mostrarse equivalente al fundado en “Univ”. 

Otra posibilidad se lograría tomando “Nula? como único elemento 
po semántico. En -este caso, - Ñ 

“Univ a” puede abreviar “(Eb) (Ec) (Ed) (Nula b. VEL c.b=le 
epinond) . a (cnepinvrtilde d)). | 


1 El autor está en deuda con el pole AcriEb TARSKI por esta definición par- 
ticularmente sencilla. 
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Fundándose en los axiomas convenientes podría también mostrarse 
que el metalenguaje semántico fundado en “Nula” es equivalente a los 
otros metalenguajes intraducentes. 


Algunas de estas diversas formulaciones de la semántica intradu- 
cente son quizá más sencillas y, por ello, preferibles a otras. Pero 
todas las formulaciones son —es de suponer— equivalentes y proporcio- 
nan a L una semántica mínima, como veremos en (XIIT,F). 


Se continúa la exposición de la semántica intraducente en el siguiente 
capítulo. 


CAPÍTULO IX 


A A 5 A e A e 


Semántica intraducente (ID) 


Los primeros apartados de este capítulo se dedican a resaltar las pri- 
cipales consecuencias de las Reglas generales de la comprensión: de esta 
manera obtendremos una visión más clara de la naturaleza exacta de 
MS¿. Aquí los teoremas son generales en el sentido de que convienen 
a cualquier lenguaje objeto L del tipo considerado. En (IV, E y F) 
se han citado ya teoremas análogos a algunos de éstos: tenían allí un 
papel relativamente secundario; pero en MS? estos teoremas tienen 
gran importancia, pues ayudan a demostrar los teoremas básicos refe- 
rentes al concepto de verdad. En la semántica intraducente, no admiti- 
mos los medios deductivos del lenguaje objeto; los teoremas de la teoría 
general de la comprensión remedian en cierto modo esta falta, y son 


una introducción necesaria a la teoría de la verdad (para un lenguaje 
objeto concreto). 


Los últimos apartados del capítulo se refieren alas propiedades semán- 
ticas específicas de un lenguaje objeto particular: como lenguaje objeto 
escogemos el sistema S de Zermelo-Skolem expuesto en el capítulo VI. 
S es uno de los lenguajes de primer orden más importantes y de mayor 
alcance, por lo que tendrá interés especial el estudiar sus propiedades 
semánticas en un metalenguaje semántico intraducente muy estricto. 
Podemos presuponer que la semántica intraducente se ha formulado 


tomando S como lenguaje objeto: designaremos este metalenguaje 
semántico por MS¿. 


La mayor parte de los teoremas mencionados o demostrados en los 
$8 A-B, son simples teoremas de un álgebra booleana de constantes 
predicativas en el sentido de (IV, F); muchos de ellos serán útiles en los 
últimos párrafos del capítulo y aun en lo siguiente. El concepto de 
implicación semántica de constantes predicativas se introduce en el $ C, 
y en el $ D se demuestran importantes teoremas semánticos referentes 
a la verdad. Para determinar las propiedades semánticas específicas 
de S se necesitan ciertos supuestos adicionales, que se tratarán en el 
$ E. En el $ F se demostrará que, bajo hipótesis adecuadas, todo teorema 
de S que sea también una proposición, será verdadero en el sentido 
apropiado (este teorema, como ya sabemos, es esencial para demos- 
trar la coherencia semántica de S.) Finalmente, el $ G se consagra a 
demostrar la coherencia de la semántica intraducente con relación a la 
coherencia de la lógica y la sintaxis subyacentes. 
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A. ÁLGEBRA BOOLEANA 


Ya hemos dicho que la teoría general de la comprensión consiste 
esencialmente en una sintaxis elemental, junto con un álgebra booleana 
de las constantes predicativas. Para verificar esto, basta advertir que los 
diferentes teoremas de un álgebra booleana son demostrables en MS¿. 
En particular, podemos demostrar teoremas análogos a los de (IV,F') 
muy brevemente, como sigue. 

Sea F cualquier abstracto (monádico) de MS¿ que no contenga de 
un modo primitivo apariciones de *-”, de *=” ni de ninguna otra cons- 
tante descriptiva estructural; luego F contendrá de un modo primitivo 
únicamente variables de expresión, paréntesis, símbolos de las funciones 
veritativas, “e”, y “Cmpr'. Podemos decir que semejante abstracto 
F es un abstracto puramente semántico. Una ley general de coextensivi- 
dad es como sigue: 

TAl. Fa CoEx b :D: Fa .=. Fb, si F es un abstracto puramente 
semántico. | | 

La demostración se hace por inducción (en el metalenguajede MS¿). 

Obtenemos a partir de RGC13 otra ley de coextensividad. 

TA2. + FuncPropUna a,b . c SLb¿ a . b VLb a :>: (brepinvra) 
CoExt (dnepinvnc). 


Por RGCI3 tenemos que: 

F FuncPropUna a,b c SLb¿a.bVLb a . -d = b.. FuncPropUna c,d . 
a SLb;¿c . d VLb c:0: (brepinvna) CoExt (drepinunc). 

Pero por TG8j (111), obtenemos TA2 a condición de que —b =- d; pero 
TA2 es inmediato a condición de que b = d, utilizando T'Gé8l ed 
y de ahí el teorema. 

También tenemos T'42 sin la hipótesis *b VLb a”. 

TA3. + FuncPropUna a,b . c SLbza :>: (brepinvna) CoExt (an 
epinunc). 

La demostración se basa en TA2 y RGCII. 

Evidentemente, podemos demostrar las leyes requeridas referentes 
a las sumas semánticas, en particular, a la ley de existencia y unicidad 
(dentro de la coextensividad), T'F4 (IV); la demostración se hace se- 
gún RGC3, TA3, y TA1. E, igualmente, para los productos se demues- 
tra la ley TF7 (IV). 

De la misma manera tenemos las leyes siguientes referentes a la 
negación semántica. 

TA4. + ConsPred a .>. (Eb) (ConsPred b . b Neg a). 

(Se apoya en RGC5). 

TA5. F b Neg a . c Prod a,b :>: Nula c. 

La ley de reflexibilidad para Sub, T F1 (1V), puede demostrarse au 
por RGC6, TF7 (IV), T44 y TA5. La ley de transitividad para Sub, 
T F2 (IV), es inmediata según RGC2. También TF3, TF5, TF6, 
TF8 y TF9 del capítulo IV son inmediatas según las definiciones. 
Por RGC8 y la sintaxis sabemos que 

TA6. F (Ea) Univ a; 
también que 

TA7. + Univa . a Sub b:>: Univ b, 
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y, por tanto, que a 

TA8. + Univa . Univ b:5:a CoExt b. 
Combinando T46 y TA8 obtenemos T F12 (IV), la ley de existencia y ES 
unicidad de las contantes predicativas universales. 

En cuanto a las constantes predicativas semánticamente PEiCON te- 
nemos las leyes siguientes: 

TA9. Fa Neg b . Univ b:>: Nula a. 
Luego, utilizando T.44 y TA6, tenemos que 

TA10. + (Eb) Nula b. 
También 

TA11. + Nula a . b Sub a :>: Nula b, 
y de aquí 

TA12. + Nula a . Nula b:>:a CoExt b. 
Así obtenemos la ley de existencia y de unicidad de las constantes BES 
dicativas semánticamente nulas, T F13 (IV). 

Debe advertirse también que 

TA13. + a Sum b,c .v. a Prod b,c .v. (a Neg b . ConsPred c) .v. 
((Nula a .v. Univ a) . ConsPred b . ConsPred c) :5: ConsPred a. 
ConsPred b . ConsPred c. 

TF15 y TFl16 del capítulo TV son inmediatas, si se utilizan las defi- 
niciones y TA5. 

Podemos establecer las leyes distributivas, T' F10 y TFI11 del capí- 
tulo 1V, utilizando los lemas siguientes: 


TA14. + c Prod a,b :>: Nula c .=. (d) (d Sub a . d Sub b :>: 
Nula d) 


(Por TA11.) 


TA15. + ConsPred a . ConsPred b . «a Sub b :>: (Ec) (c Sub a. 

c Sub b . (d) (d Sub c . d Sub b :5: Nula d)). 
La demostración utiliza RGC6: uno de los fines más importantes de 
RGC6 es, en realidad, el de capacitarnos para demostrar este lema; 
su otro fin, como ya hemos visto, es permitirnos demostrar la ley de 
reflexividad para Sub. 

TA16. + ConsPred a . ConsPred b. —a Sub b:>:(Ec) (Ed) (—Nula 
c.cSub a . d Prod c,b . Nula d). 

(En virtud de T414 y TA15.) 

TA17. + d Sum a,b . cSub d . e Prod c,a . e' Prod c,b . Nula e . 
Nula e” :5: Nula c. 

La demostración se apoya en RGC7 y TAlA, 

Utilizando T416, TA17, y TA1 podemos establecer la ley distributi- 
va TF10 (IV). La otra ley distributiva, T F11 (IV), se deduce enton- 
ces también. 

Finalmente, podemos establecer las leyes BE IcnteS) que nos llevan 
a la ley de unicidad para Neg. | 

TA18. FaNegb.cNegb . ¿Seti al | i 

TA19. + d Sum a,b . d Sum c,b . e Prod a,b . Nula e . e Prod c,b 
:D: a CoExt e. | 
cuya demostración es un poco laboriosa. 

Podemos demostrar ahora T F14 (IV) (la ley de existencia y unicidad 
para Neg) utilizando también TA4. 
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B. AÁLGUNOS TEOREMAS ULTERIORES 


Indicamos ahora unos cuantos teoremas más, algunos de ellos son 
simplemente leyes booleanas que serán necesarias en lo sucesivo. 

A causa de su importancia para una demostración posterior puede 
enunciarse como teorema lo que sigue. 

TBI1. + FuncPropUna b',d . b = (drepinvab”). FuncPropUna c',e 
. C= (enepinonc”) . di SLb¿c” . a = (draepinur(b' uve d')) : >: a Sum 
b,c. 

La demostración emplea TG9a (11M, RGC3, TA3 y TAI. Existe 
una ley análoga para los productos. 

Dadas unas constantes predicado cualesquiera, b y c, no tenemos 
hasta ahora derecho a hablar de la suma o producto de b y c. Hemos 
demostrado tan sólo que existía por lo menos una suma o un producto; 
pero, en realidad, hay una multitud de sumas o productos. Tenemos, 
pues, que 

F ConsPred a . ConsPred b :>: (Ec) (Ed) (=c = d . c Sum a,b . d 

Sum a,b). 
y análogamente para los productos. En realidad, dado cualquier número 
finito n, podemos demostrar que existen por lo menos n sumas (o pro- 
ductos) distintos de a y b: la razón es que siempre podremos formar 
una nueva suma (o producto) tan sólo con alterar el abstracto. Por ejem- 
plo, si c es x 3 ---x---”, en donde c Sum a, b, podemos establecer que d es 
X(==ox=- . x= x)'. Evidentemente -d = Cc, aunque ambas sean sumas 
de a y b; y lo mismo ocurre para los productos. Las demostraciones de 
estos enunciados se darán en el $ D, ya que requieren varias leyes 
que serán demostradas más adelante (véase T.D25). 


Vamos a enumerar ahora algunas leyes booleanas adicionales útiles. 

TB2. + Nula b . c Sum a,b : >: c CoExt a, 

TB3. + Nula b . c Prod a,b : 3: c CoExt b, 

TB4. +a Neg b .>. b Neg a, 

TB5. Fa Neg b . Nula b :>: Univ a, 

TB6. + Univ a . Nula b:>: 5 Sub a, 

TB7. + Univa . Nula b:>5: —a CoExt b, 

TB8. + (Ea) (Eb) (-a CoExt b . ConsPred a . ConsPred b), 

BA 

TB9. + Nula a .D. —Univ a. 

Se podría considerar conveniente desarrollar una notación más 
clara para las sumas, productos y negaciones semánticos. En vez de 
atribuir cierta propiedad a a bajo la hipótesis de que a sea una suma 
semántica de b y c, podríamos querer introducir cierta notación, 
digamos “(b + c)”, para esta suma semántica, y después atribuir la 
propiedad directamente a esta suma. Esto puede hacerse como sigue, 
utilizando el concepto de descripción selectiva introducido en (II, F). 
Definamos 

“(a + b)” como “(ec.c Sum a,b)”, 
*(a.b) como *(ec.c Prod a,b)”, 


“—a' como “(ec.c Neg a)”. 
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“(a + b)' puede leerse “cualquier suma escogida de a y b”. Algo análogo 
puede decirse de las otras relaciones. Podemos demostrar ahora las leyes 


referentes a las sumas, etc., presuponiendo las leyes ya indicadas ante- 
riormente. Así, haremos ver que 


F ConsPred a . ConsPred b : 5: (a-+b)][(6+4a)[(a+ b) CoExt (b+ a)]]). 
Utilizando la definición de (11, F), esto puede esc.ib 1se como sigue. 

F ConsPred a . ConsPred b :>: (Ec)c Sum a,b . (c)(c Sum a,b: >: 
(Ed) d Sum b,a . (d)(d Sum b,a .>. e CoExt d)). 
La demostración se lleva a cabo utilizando las leyes asociativa y de 
existencia de las sumas semánticas. 


Aunque al utilizar las descripciones selectivas de esta manera ga- 
namos en claridad de notación, las demostraciones se hacen más largas 
y presuponen los teoremas ya considerados; de aquí que no se pueda 
sacar gran partido de utilizar esta notación por doquier. Sin embargo, 
estas definiciones tienen el interés de ilustrar uno de los usos del *s* de 
Hilbert, que figurará también de una manera importante en algunos 
desarrollos posteriores comprendidos en (XTI, F). 


C. IMPLICACIÓN SEMÁNTICA DE CONSTANTES PREDICATIVAS 


Debido al importante papel que desempeña el condicional material 
en el lenguaje objeto, el concepto semántico correspondiente de im- 
plexión (o implicación) de constantes predicativus merece una mención 
especial, 

Decimos que una' expresión a es una expresión implicación semán- 
tica (implex) * de b con c, si y sólo si existe una expresión d tal que d 
sea una negación semántica de b y a una suma semántica de d y c. 

“a Imp b, c' abrevia (Ed) (d Neg b . a Sum d, c)”. 
Esta definición es análoga a la definición D1, en (II, A), del condicional 
material a partir de la disyunción y la negación. El concepto de impli- 
cación semántica de las constantes predicado será especialmente útil 
en relación con el concepto de verdad aplicado a proposiciones de la 
forma de condicionales materiales. 


Para la implicación semántica tenemos, en primer lugar, una ley 
que se refiere a los elementos que relaciona. 

T'C1. + a Imp b,c :>: ConsPred a . ConsPred b . ConsPred c. 
(Ley que se sigue de leyes referentes a Sum y Neg.). 

Igual que en el caso de Sum, Prod, y Neg, tenemos leyes de existen- 
cia y unicidad para Imp. 

T'C2. F ConsPred b . ConsPred c :>: (Eaja Imp b,c. 

T'C3. E a Imp b,c . d Imp b,c :>: a CoExt d. 
Las demostraciones se hacen según teoremas referentes a las negaciones 
y sumas semánticas. 


Posiblemente, la ley más útil de las que se refieren a la implicación 


1 La palabra “implex” se debe a QuINE. Véase su 4 System of Logistic (Harvard 


University Press, Cambridge, 1934), p. 91. El uso que le daba Quine difería, de todas 
maneras, del presente uso semántico. 
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de las constantes predicativas es la de que, cuando a es una imple- 
xión de b con e y a y b son ambas universales, c también es univer- 
sal. Esta ley tiene cierta analogía con la regla del Modus Ponens refe- 
rente al condicional material, y, en realidad, será útil en relación con 
esta última, como consignaremos más adelante (T'D7). 

TC4. Fa Imp b,c . Univa . Univ b:>: Univ c. 

La prueba se hace mediante algunas leyes booleanas. 

Otras leyes útiles referentes a la implicación semántica son las 
siguientes: 

TC5. F FuncPropUna c,b . FuncPropUna d,b . a = (brepinon[e 
dscd d)) . c* = (bnepinvnc) . d' = (brepinund) : >: a Imp c'.d”. 

TC6. + (Eb”) (Ec”) (Ed) (Ed”) (Ee) (FuncPropUna b'd, . FuncProp- 
Una c',e . b= (drepinvonb') . c = (enepinunc”) . d' SLb; c” .a = (da 
epinun(b' dscd d'))) .. a Imp b,c. 

TC7. + FuncPropUna b,a . FuncPropUna c,a :D: Univ (anepinon 
(b dscd c)) .=. (anepinvnc) Cmpr (anepinounb). 

Continuamos con algunos teoremas de la teoría de la verdad que no 
dependen en modo alguno de las reglas no lógicas de L. Muchos de ellos 
ya se han demostrado anteriormente en MS¿: allí dependían de la 
Regla de adecuación; en MS¿, que carece de esta Regla, deberán de- 
mostrarse a partir de RGC1-RGC14 de una manera completamente 
diferente; debido a la importancia de estos teoremas en la semántica 
intraducente, daremos las demostraciones con algún detalle. 


D. TEOREMAS LÓGICOS Y VERDAD 


Una consecuencia inmediata de RGC8 es que todos los axiomas 
lógicos de L (que sean también proposiciones) y las clausuras de los 
mismos, son verdaderos en el sentido de la definición a partir de abs- 
tractos vacíos ((V, B) y (VIII, C)); luego podemos demostrar también 
que todos los teoremas lógicos de L que sean proposiciones serán ver- 
daderos. En este parágrafo demostraremos estos dos teoremas básicos 
en MSZ, así como otros importantes teoremas referentes a la verdad. 

TD1. + AxLog a :5: (Eb) (b Clau” a . Vrd b). 

La demostración se hace por RGC8. 


Como consecuencia de RGC12 tenemos que 

TD2a. + Prop a . Vbl b :>: Univ (bsepinvaa) .v. Univ (brepinvn 
tilde a), 
(empleando TB5 y RGC5). 


Utilizando TD2a, podemos demostrar inmediatamente que, dada una 
proposición a, o bien es verdadera, o bien lo es su negación. 

TD2b. + Prop a :D: Vrd a .v. Vrd (tilde a). 
Ya que tenemos en primer lugar que, por la definición de *Vrd”, 

F Prop a .v. Vblb. —Vrd a : 5: —Univ (brepinvra). 

Luego por TD2a, 

E Prop a . Vblb. —Vrda: >: Vblb. Univ (brepinustildena). 
De aquí el teorema, en virtud de TGg8e (11D). 
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El teorema siguiente nos da una importante propiedad de la abs- 
tracción vacía. 

TD3. + Prop a. Vbl b.Vbl ec. =b==c. Univ (brepinvra) :D: 
Univ (crepinuna). 
La demostración es inmediata si se utilizan RGC11 y TA7. 

El teorema siguiente establece que cualquier proposición a es falsa 
(no verdadera) si y sólo si (tilde a) es verdadera. 

TD4. + Prop a :D: —Vrd .=. Vrd (tilde a). 


Una consecuencia inmediata de TD2b es que 


(1) F Prop a :D: =Vrd a .. Vrd (tilde a). 
De aquí que sólo necesitemos demostrar que 
(2) F Prop a :D: Vrd (tilde a) .D. —Vrd a. 


Pero esto puede ser establecido sólo con advertir que, por RGC5 y T B4 
F Prop a . Vbl b . Univ (brepinvntilde a). Prop (tilde a) :>: (ba 
epinvna) Neg (brepinuntilde a). 
Y, por tanto, al utilizar TA9 y TB9, 
F Prop a . Vbl b. Univ (brepinvntildera). Prop (tilde a) :>: Prop a 
. Vbl b. —Univ (brepinvaa). 
Aplicando ahora TD3, tenemos que 
F Prop a . Vrd (tilde a) : >: Prop a . (c) (Vblc .D. —Univ (crepino 
na). 
De lo cual obtenemos (2), y de aquí el teorema. 


Amnotamos también otra consecuencia de RGCI12, o más bien de 
TD2a, a saber que 

TD5a. + Prop a . Vbl b. —Univ (brepinvra) : >: Nula (brepinvra). 
Por TD2a, RGC5, y T BA, 

F Hip :>: Univ (brepinvntilde a) . (bnepinvuna) Neg (bnrepinvn 
tilde a). 
(“Hip” representa aquí “hipótesis”. El uso debido, aquí y en todo el resto 
del libro, se aclarará gracias al contexto.) Luego, por TA49, obtenemos 
inmediatamente TD5a. 


Asimismo, a partir de TD5a podemos demostrar que 

TD5b. + Prop a . Vblb. —Vrd a :>: Nula (brepinvra). 

Otro importante teorema referente al concepto de verdad es el prin- 
cipio según el cual si una disyunción (a uve b) de las proposiciones a y b 
- ads por lo menos uno de sus miembros disyuntivos es ver- 

adero. 


TD6. + Prop a . Prop b . Vrd (a uve b) :>: Vrd a .v. Vrd b. 
En primer lugar consideremos que, según RGC3, 
(1) FVblce. Prop a . Prop b . Univ (crepinvr(a uve b)). Prop (a uve b 
:D: (crepinvn(a uve b)) Sum (crepinvra), (cnepinvnb). Univ (er 
epinvun(a uve b)). 
Supongamos que —Vrd a y —Vrd b. Entonces podemos demostrar 
según TD5b que 
(2) F Hip (de (1)). -Vrd a . —Vrd b :>: (crepinvn(a uve b)) Sum 
(crepinvra), (crepinunb). Nula (crepinvna) . Nula (crepinvrb). Univ 
(crepinun(a uve b)). 
Pero por TB2 y TA1 tendríamos entonces que 
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F Hip (de (2)) . Concls (de (2)) : >: Nula (crepinvr(a uve b)). Univ 
(chepinunla uve b 

(Es obvio que *'Concls” se toma aquí por “conclusiones”). Hemos lle- 
gado a algo imposible según TB9, y de aquí el teorema. 

Una consecuencia inmediata de TD6 y TD4 es la siguiente, que 
constituye el principio del Modus Ponens para el concepto de verdad. 

TD7. F Vrd a . Vrd (a dscd b) :>: Vrd b. 

Por TD6, tenemos que 

F Prop (tilde a) . Prop b . Vrd (tilde a uve b) .—Vrd (tilde a) :>: 
Vrd b. 

Utilizando la definición de 'dscd”, TD4, TG10a (1D, y TG8e (MD), 
obtenemos el teorema. De igual manera tenemos el principio siguiente, 
que corresponde a la Regla de generalización: 

TD8. + Vrda.bGena:>: Vrd b. 

Según RGC10 tenemos que | 

F Prop a . Vbl e . Univ (crepinvuna) . Vbl d :>5: Univ (crepinvn 
d cu a), 
de lo cual resulta que 

F Prop a . Vble . Univ (crepinuna) . Vbl d . b = (d cu a): >: 
Prop b . Vblc . Univ (crepinonb). 

De aquí el teorema. 

Combinando TD7 y TD8, tenemos que si a y b son verdaderas y c 
es una consecuencia inmediata de ellas, c también es verdadera. 

TD9. F+ Vrda. Vrdb.cCla,b:>:Vrdc. 

Ahora ya estamos capacitados para demostrar el segundo teorema 
importante de este apartado, según el cual si a es una proposición y un 
teorema lógico de L, entonces es también verdadera en el sentido apro- 
piado. 

TDIO0. + Prop a . TeorLog a : >: Vrd a. 

La demostración utiliza la Regla de ingredientes enmarcados, TG4 
(TIT), y es análoga a la de TE5 (V). 

Utilizando TD10 y TD7 podemos ahora establecer un teorema que 
es esencialmente el inverso del estipulado por TD6. 

TD11. + (Vrd a . Prop b) .v. (Vrd b . Prop a) :>: Vrd (a uve b). 
Por TD7, 

- Vrd a . (a dscd (a uve b)) : 2: Vrd (a uve b). 
Pero por TDIO0, 
F Prop a . Prop b:>: Vrd (a dscd (a uve b)), 
si advertimos que 
E Prop a . Prop b:>: TeorLog (a dscd (a uve b)). 
De aquí, 
F Prop b . Vrd a : >: Vrd (a uve b). 
De un modo parecido podemos mostrar que 
E Prop a . Vrd b:>:Vrd (a uve b). 
Combinando estos resultados obtenemos TDII. 
Combinando TD6 y TD11 tenemos que 


TD12. + Prop a . Prop b:>:(Vrd a .v. Vrd b) .=. Vrd (a uve b). 
A partir de TD12, podemos demostrar inmediatamente con la ayuda 
de TD4 que 
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TD13. + Prop a . Propb:D:(Vrda .>. Vrd b) .=. Vrd (a dscd b). 
De aquí también, 


TD14. + Prop a . Prop b:>:(Vrd a . Vrd b) .=. Vrd (a punto b), 


TDI15. F Prop a. Prop b:>:(Vrd a .=. Vrd b) . 
b). 

Combinando también TD10 y TD7 demostramos que 

TD16. + Vrd a . TeorLog (a dscd b) . Prop b :>: Vrd b. 

El teorema siguiente es particularmente interesante por mostrar 
que una proposición universal atómica “(x)---x-=-" de L es verdadera 
si y sólo si el abstractoc orrespondiente, “x3---w--=”, es universal. Partiendo 
de ello podemos establecer inmediatamente que la verdad definida a 
partir de abstractos vacíos coincide con la verdad definida de otra 
cualquiera de las maneras mencionadas en (VIII, C), si se aplica a 
proposiciones universales atómicas. 

TD17. + Prop (a cu b) . Vbl a :>: Vrd (a cu b) .=. Univ (an 
epinunb). 

Demostraremos esto en dos partes; primero que 
(1) + Prop (a cu b) . Vbl a . Vrd (a cu b) :>: Univ (asepinurb), 
y luego que 
(2) + Prop (a cu b) .. Vbla . Univ (anepinvnb) :D: Vrd (a cu b). 
Para la demostración de (1), advertimos que, según TC5, 
(3) F Prop (a cu b) . Vbla :>: (arepinur(a cu b dscd b)) Imp (anepinva 
a cu b), (anepinv,nb). 
También sabemos que, utilizando T.D3 y la definición de “Vrd”, 
(4) F Hip (de (1)) :>: Univ (anepinvrancunb). 
Pero también, por sintaxis, 

F Prop (a cu b) . Vbl a :>: LogAx (a cu b dscd b). 
Utilizando RGC8 sabemos que 
(5) F Hip (de (1)) :>: Univ (anepinvr(a cu b dscd b)). 
Combinando ahora (3), (4) y (5), y utilizando TC4, obtenemos (1). 
Ocupémonos ahora de (2). Utilizando RGC10 y la definición de *Vrd”, 
tenemos inmediatamente que 
(6) F Prop (a cu b) . Vbla . Univ (anepinusb) . a VLb bh :>: Vrd (a 
cu b). 
Pero también 
(7) EF Prop (a cu b).. Vbla . Univ (asepinvnb) . a VLb b :>: Vrd 
(b dscd a cu bd), 
según TD10. También 
(8) EF Prop (a cu b) . Vbla . Univ (arsepinonb) . a VLb b: >: Vrd b 
ya que 


ll 


. Vrd (a triguión 


F Univ (anepinvab) . D . ConsPred (anepinvab), 

según TA13, y por TG8k y TG8b de (1D, 

F ConsPred (anepinunb) . Ybla . a VLIbb: > :Propb. 
Combinando (7) y (8) y utilizando TD7 tenemos que 
F Prop (acu b) . Vbla . Univ (anepinunb) . —a VLb b:>: Vrd (a cu b). 
Lo cual, con (6), lleva a (2), de forma que “Vrd (a cu b)” se cumple 
bajo las hipótesis de (2), independientemente de que a sea una variable 
libre de b o no, Pero (2), junto con (1), nos da el teorema, 
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Una consecuencia de TD17 es que 

TD18. + FuncPropUna b,a : > : Univ (anepinvab) . = . Univ (an 
epinvna cu b). 
Por RGCI10 
(1) F FuncPropUna b,a . Univ (anepinvnb) : D : Univ (anepinon 
a cu b). 
A la inversa, según TD17, 

- Prop (a cu b) . Vbla . Vbl ce. Univ (crepinona cu b) : O: Univ 
(anepinun bd), 
y, por tanto, 
(2) +F FuncPropUna b,a . Univ (anepinuna cu b): D : Univ (anepinvo 
nb). 
bic (1) y (2) se obtiene el teorema. 

El teorema siguiente relaciona el concepto de verdad que se aplica 
a las proposiciones bajo forma de condicionales universales, con la sub- 
sunción. 

TD19. + FuncPropUna a,c . FuncPropUna b,c . Vrd (c cu (dsed b)) 
: D :(crepinona) Sub (crepinuab). 
Según TD17, sabemos que, dada la hipótesis, Univ (crepinvs(a dscd b)); 
pero empleando después TC7 obtenemos el teorema inmediatamente. 
Análogamente podemos demostrar que 

TD20. + FuncPropUna a,c . FuncPropUna b,c . Vrd (c cu (a 
triguión b)) : D : (cnepinuna) CoExt (crepinounb). 
Los inversos de los teoremas estipulados en TD19 y TD20 también 
son ciertos; luego 

TD21. + FuncPropUna a,c . FuncPropUna b,c: >) : Vrd (c cu (a 
dscd b)) . = . (crepinvra) Sub (crepinosb), 
S 


TD22. + FuncPropUna a,c . FuncPropUna b,c : > : Vrd (c cu (a 
triguión b)) . = . (crepinuna) CoExt (crepinonb) ?. 

También tenemos la siguiente ley de coextensividad: 

TD23. + ConsPred a . Vblb: D :a CoExt (brepinunarb). 
Según RGC14, TA1 y RGCI3, sabemos que 

FVbl b: > : pe CoExt (brepinv, pen b). 

Según TD20 y TDI10 (recordando Abst) tenemos que 

F FuncPropUna a,b . c = (brepinvra) : D : € CoExt (brepinun 
crb). 
Unilando de nuevo RGC13 y combinando las dos últimas fórmulas, 
obtenemos el teorema. 


1 TD21 tiene un interés especial, ya que nos da una propiedad del concepto 
de verdad aplicado a las proposiciones bajo forma de condicional universal. Es inte- 
resante comparar este teorema con un famoso pasaje de HOBBES, con cuya doctrina 
parece concordar. «Cuando dos nombres se alían en una consecuencia, o afirmación, 
como en El hombre es una criatura viviente, o en si es un hombre, es una criatura vi- 
viente, si el último nombre criatura viviente significa todo lo que significa el primero, 
hombre, la afirmación, o la consecuencia, es verdadera; de otra manera es falsa. Pues 
Verdadero y Falso son atributos del lenguaje, no de las cosas... Luego viendo que la 
verdad consiste en la correcta ordenación de los nombres en nuestras afirmaciones, 
un hombre que busca la verdad exacta, necesita recordar qué representa cada nombre 
que utiliza...» (HOBBES, op. cit., p. 15). Según TD21 un condicional universal es ver- 
dadero si y sólo si el «último nombre» comprende al primero. 
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Valiéndonos de TD23, TA1 y TD19 podemos demostrar también que 

TD24. + ConsPred a . ConsPred b. Vble: >) :bCmpra. = . Vrd 
(c cu (anc dscd bac)). 

Ahora que tenemos T.D20 podemos demostrar también la ley según 
la cual si tenemos dos constantes predicado a y b, existen por lo me- 
nos dos sumas semánticas de a y b. 

TD25. + ConsPred a . ConsPred b: >) : (Ec(Ed(-=c = d . c Sum 
a,b . d Sum a,b). 

Utilizando T BI tenemos, en primer lugar, que 

(1) F FuncPropUna b'.d . b= (drepinonb”) . FuncPropUna c”,e.c = 
(enepinune”) . d' SLb3c” . a = (draepinorn(b” uve d')) : D :a Sum b,c. 
Pero también, aplicando T'D10, 

(2) + FuncPropUna b',d . FuncPropUna d',d : D : Vrd (d cu (b" uve d”) 
triguión d cu ((b' uve d”) punto (b' uve tilde b”))). 

Luego, mediante 1D20, " 

- Hip (de (2)) : D : (daepinvur(b' uve d”)) CoExt (drepinva((b” uve d') 
punto (b' uve tilde b”))). 

Luego, utilizando (1) y algunos teoremas sintácticos, 

E Hip (de (1)) . al = (drepinvr((b' uve d) punto (b' uve tilde b”))) 
: DD :aSum b,e .al CoExta . a! = q. 

A partir de esto obtenemos el teorema, empleando T'41 y eliminando 
las hipótesis innecesarias. 

De una manera semejante podemos demostrar las leyes correspon- 
dientes que se refieren a los productos y negaciones semánticos, y a las 
constantes predicado universales y nulas. Es obvio que estas leyes 
también pueden generalizarse para establecer la existencia de un nú- 
mero n, fijado de antemano, de sumas, productos, etc., semánticos. 


E. HIPÓTESIS ESPECÍFICAS DE LA COMPRENSIÓN 


Tomemos ahora para £ el lenguaje S, igual que en el capítulo Vl, 
y estudiemos algunas de sus propiedades semánticas específicas, es de- 
cir, las propiedades semánticas que dependen de los axiomas no lógi- 
cos de S. Aquí, el metalenguaje es MS;. 

La estructura semántica general de S viene dada por el contenido 
de los parágrafos precedentes. Especialmente importante entre los teo- 
remas semánticos generales referentes a L (que ahora suponemos e€s 
S), es el teorema T'D10, según el cual todos los teoremas de S que son 
también proposiciones son verdaderos. Un importante teorema semán- 
tico del presente apartado será el que diga que todos los teoremas de 
S, lógicos o no, que sean proposiciones serán también verdaderos en 
sentido apropiado. Para demostrar tal cosa en MS¿, habríamos de ne- 
cesitar ciertos supuestos adicionales: en correspondencia con cada axio- 
ma no lógico de S, tendríamos menester aquí de una regla que estable- 
ciera que determinado abstracto de S tiene tal y cual propiedad semán- 
tica. Si el axioma de S fuese una proposición a, la correspondiente regla 
de MS establecería con tal fin que un abstracto (brepinvsa), en donde 
b es una variable, es universal. Pueden parecer esenciales ciertas reglas 
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como ésta para permitirnos demostrar, en primer lugar, que todos los 
axiomas no lógicos de S (que sean proposiciones) y todas las clausuras 
de éstos son verdaderos, y después que absolutamente todos los teore- 
mas que sean proposiciones son verdaderos. Ninguna de las Reglas 
generales de la comprensión depende de la estructura axiomática del 
lenguaje objeto (excepto de que este lenguaje contiene todos los teoremas 
de un cálculo lógico, simple, aplicado, de primer orden con inclusión 
de la identidad; pero la parte no lógica—por decirlo así—del lenguaje 
objeto, no está reflejada en modo alguno en dichas Reglas). 


La finalidad de la semántica intraducente, tal como aquí se entien- 
de, es simplemente la de proporcionar el marco general en que se en- 
cuadre una definición semántica de la verdad. Las reglas del metalen- 
guaje intraducente no deben contener nada dudoso y han de ser com- 
pletamente independientes de cualquiera de los supuestos específicos, 
no lógicos, de un lenguaje objeto particular. La teoría general de la 
comprensión está de acuerdo con esta concepción: proporciona la es- 
tructura general en que situar una definición semántica de la verdad, 
pero no nos permite determinar qué proposiciones del lenguaje objeto 
(que no sean las proposiciones que son teoremas lógicos) son verdade- 
ras; además, las hipótesis RGC1-RGC14 no contienen nada dudoso, en 
el sentido—aproximadamente—de que si la sintaxis elemental es co- 
herente también lo será la teoría general de la comprensión, como ve- 
remos en el $ G; y ninguno de los supuestos de MS¿ depende en modo 
alguno de los axiomas no lógicos del lenguaje objeto. 


Según esto, no querremos añadir ningún axioma más a MS¿, y no 
seremos capaces de demostrar en MS¿ que todos los teoremas de S 
que son proposiciones son verdaderos. Pero podemos formular en MS; 
proposiciones estableciendo que ciertas constantes predicativas de S son 
universales o nulas. Siempre que sea necesario pueden tomarse como 
hipótesis enunciados de esta clase; de tal forma podemos demostrar, 
fundándonos en ciertas hipótesis, todo lo que se podría demostrar de 
otro modo admitiendo reglas que estableciesen que aquellos axiomas 
de S que son proposiciones son verdaderos. (Este medio de utilizar 
las hipótesis donde se necesiten es esencialmente el empleado en Prin- 


cipia Mathematica con relación al Axioma de infinitud y al Axioma de 
multiplicación)?. 


Las hipótesis necesarias para S se llaman Hipótesis específicas de la 
comprensión, y corresponderán a las reglas no lógicas o de teoría de 
conjuntos de S: a cada una de estas reglas corresponderá una hipótesis 
específica, y todas estas hipótesis pueden establecerse como sigue: 

Paralelamente a la regla S] de extensionalidad (VI, A y B), defi- 
nimos aquí, en MS, 

“HECI” como “(aXH)(AxExt a . Vblb: > : Univ (brepinvra))”. 
“HECI” es una abreviatura en MS¿ del enunciado según el cual para 
toda expresión a que sea un Axioma de extensión y para toda variable 


1 Cf. Principia Mathematica, vol. 1, pp. 5336-42 y passim, y vol. 1, pp. 200-25 


y passim, 
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b, el abstracto vacío (brepinvna) es universal. Así, según esta hipó- 
tesis, | 
EEE A A E EE 

es universal. | 

Paralelamente a la regla S2 de S, que nos confiere la existencia del 
conjunto nulo, establecemos que - 
“HEC2” abrevia “(a)(b)(AxCnjto Nulo a . Vblb: >: Univ (brepinv 
na))”. 
De acuerdo con esta hipótesis, por ejemplo, 

ta "3(Ex)x) ox” € a, 

es universal. 

De un modo semejante podemos definir las hipótesis específicas de 
la comprensión HEC3-HEC?7 correspondientes a las reglas S3-S7 de S. 
Correspondiendo a S8, S9 y S10 definimos hipótesis específicas de la 


comprensión como sigue: 


“HEC?8” abrevia *(a)(b)l(c)/(AxFormSbenjtos a . b Clau' a. Vblce: D: 
Univ (crepinv,b)). 

Y lo mismo para los restantes. Luego podemos dar la abreviación 
“HEC” por (HEC1 . HEC2. ... . HECIO). 

Los teoremas del parágrafo $ F' se demostrarán bajo la hipótesis de 

que “HEC” es cierta; pero, séalo o no, el objeto de la semántica intra- 

ducente no es el de averiguarlo. 

Advirtamos que *HEC” puede definirse también en cualquiera de 
las diversas formulaciones de la semántica intraducente consideradas 
en (VII, E), aunque ninguna de estas definiciones sería conveniente 
a menos que la *HEC” definida en un metalenguaje fuese equivalente 
a la “HEC” definida en cualquier otro. Pero tales definiciones equiva- 
lentes pueden darse fácilmente. 


F. TEOREMAS DE TEORÍA DE CONJUNTOS Y VERDAD 


Podemos demostrar ahora algunas leyes en la hipótesis de que “HEC?” 
se cumpla en MS¿. En particular, podemos demostrar en MS¿ que, 
con esta hipótesis, todos los teoremas de S que son proposiciones son 
verdaderos. | 

Damos a continuación unos cuantos lemas que conducen a este 
teorema. El primer lema establece, en efecto, que, en la hipótesis *HEC?”, 
si a es un axioma de conjuntos de S o una clausura del mismo, es ver- 
dadero. 

TFla. + HEC.(AxExt a . v. AxCnjtoNulo a . y. AxPara . v. 
AxSum a .v. AxPota . v. AxElecca . v. AxInfa . y . (Eb)((AxForm 
Sbenjtos b . v. AxSust b. v .. AxFund b) . a Clau' b)) : > : Vrd a. 
La demostración es inmediata. También 

TFlb. FHEC. AxCnjtos a : D : (Eb)(b Clau' a . Vrd b). 

Podemos demostrar ahora que todos los teoremas de S que son tam- 
bién proposiciones son verdaderos (en la hipótesis *HEC”). El método 
es parecido al utilizado para demostrar que todos los teoremas lógicos 
que son proposiciones son verdaderos, en el $ D anterior. 
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TF2. FPHEC. Prop a . Teora: >: Vrd a. 

Habiendo establecido ahora el teorema crucial TF2 podemos de- 
mostrar la coherencia semántica de S en la hipótesis de que *HEC” es 
cierta. La demostración es semejante a la de (V, E). 

TF3. FHEC.Propa: > : —(Teor a . Teor (tilde a)). 

TF4. FHEC. Fmlaa: > : -(Teor a . Teor (tilde a)). 

El teorema siguiente establece que, en la hipótesis *HEC”, si a sea 
verdadera y (a dscd b) es un teorema de S donde b es una proposición, 
entonces b también es verdadera. 

TF5. FPHEC. Vrd a . Teor (a dscd b) . Prop b: > : Vrd b. 

La demostración se apoya en T'F2 y TD?7., 

Los dos teoremas siguientes son consecuencias inmediatas de TD19 
y TD20, utilizando T'F2. 

TF6. FHEC . FuncPropUna a,c . FuncPropUna b,c . Teor (c cu 
(a dscd b) : > : (crepinonb) Cmpr (crepinvna). 

TF7. FHEC . FuncPropUna a,c . FuncPropUna b,c . Teor (c cu 
(a triguión b)) : D : (crepinvna) CoExt (crepinonb). 

Estos teoremas son interesantes en cuanto que relacionan la compren- 
sión y la coextensividad con los teoremas de S de tal y cual forma. 


G. COHERENCIA RELATIVA DE LA SEMÁNTICA INTRADUCENTE 


Vamos a abandonar la exposición de la semántica peculiar a S y 
a buscar una demostración de la coherencia relativa de MS¿, para 
cualquier L que incluya *=”. 

En (V, G) se demostró la coherencia del metalenguaje semántico 
MS] con relación al lenguaje formado por M junto con la traducción 
de L. Ya establecimos que los axiomas análogos a los de MS¿ son de- 
mostrables en MS5, tomando *“Cmpr”, “Sum”, etc., para definirlos en 
MS] a partir de “Den”; los axiomas lógicos y sintácticos de MS, son 
precisamente los axiomas correspondientes de MS¿, y las Reglas de 
deducción de los dos metalenguajes semánticos son semejantes. De aquí 
se sigue, suponiendo que el lenguaje conjunto compuesto por M y la 
traducción de S sea coherente, que MS¿ es igualmente coherente. 

Pero podemos demostrar, además, que MS¿es coherente sólo con 
que M lo sea. Para ello buscamos una interpretación de *Cmpr” en M, 
por ejemplo, una interpretación de índole puramente sintáctica tal que 
RGC1-RGCI4 se conviertan en teoremas de M. 

Establecemos que 

“Teor' a? abrevia “((Eb)(a IngEnm b . (c)(c IngEnm b: > : AxLog c 
.v.c= (qisnidrqisnac) . v . (Ed)(Ee)j(d Ant, c . e Ant, c . c Cl d,e)))”. 
Claramente se ve que el concepto de Teor' es muy semejante al de 
Teor para L* (V, F) (basta que *P” de L* sea “xex = x”); de aquí que 
la mayoría de los teoremas anteriores referentes a Teor, en particular 
los de (III, G), valgan también para Teor'; y nos referiremos ahora a 
estos teoremas al aludir a los teoremas correspondientes de (III, 6). 

Tomemos “b Cmpr a* para expresar que b y a son constantes pre- 
dicativas y que, (i) cuando b es (crepinund), siendo d una función propo- 
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sicional de la variable única y a es (enepinvna”), siendo a' una 
función proposicional de la variable e, la fórmula (a' dscd d) es un 
Teor” de L, o (ii) b y a son pe (y (penqis dscd penqis) es un Teor” de L), 
o (iii) b es pe y a es (enepinvra”), siendo a' una función proposicional 
de la variable única e, y (a'ndscd perqis) es un Teor' de L, o (iv) a es 
pe y b es (crepinund), siendo d una función proposicional de la varia- 
ble única c, y (pernqís dscd d) es un Teor' de L. Para este concepto pu- 
ramente sintáctico usaremos “Cmpr” en lugar de “Cmpr”. Establece- 
mos que 

“(a abst b)” abrevia (anepinvab)”. 
Luego “Cmpr” se puede definir en M como sigue: 

*b Cmpr' a” abrevia “((Ec](Ed|((Ee)(EaM(b = (c abst d) . FuncProp- 

Una d,c . a = (e abst a”) . FuncPropUna a',e . Teor' (a' dscd d)) . v . 
(a = pe . b = pe . Teor” (perqis dscd perqis)) . v . (Ee)(Ea”) (Func- 
PropUna a',e . a = (e abst a”) . b= pe . Teor' (a' dscd penqis)) . v . 
(Ec)/(Ed)|(FuncPropUna d,c . b = (ec abst d) . a = pe . Teor' (penqtis 
dscd d))). 
(Adviértase que si L contuviese otras constantes predicado primitivas 
monádicas además de “P”, deberían añadirse aquí unas cláusulas al 
definiens para darles cabida; además, la cláusula “Teor” (perqis dscd 
pernqis) puede abandonarse.) 


Consideremos que RGC1' difiere de RGC1 sólo en cuanto contiene 
“Cmpr” allí donde el desarrollo primitivo de RGC] contiene “Cmpr”; 
de una manera semejante formamos RGC2", RGC3", ..., y RGCI4”. 
Mostraremos ahora, de un modo algo esquemático, que RGC1'-RGCI4" 
son demostrables en M. Algunas de estas demostraciones son largas, 
pero no especialmente difíciles. 

RGCI' establece que 

F (Eb)(a Cmpr' b. v . bCmpr' a). = . ConsPred a. 
Pero esto puede demostrarse inmediatamente si advertimos que 

F FuncPropUna d,c . a = (c abst d) : D :(Ea”](Eb”(FuncPropUna 
a',b” . FuncPropUna d,c : Teor' (a' dscd d) . v . Teor” (d dscd a”) . = . 
ConsPred a, 


ue 

E (Ea)(Eb”(EuncPropUna a',b' : Teor' (a' dscd penqis) . v . Teor' 
(penqis dscd a')) . = . ConsPred pe. 
Obtenemos RGCI' al combinar estas dos fórmulas. 

RGC2" se demuestra también si advertimos que 

F FuncPropUna a'.d . a = (d abst a”) . FuncPropUna b',e . b = 
(e abst b']) . Teor” (b' dscd a”) . FuncPropUna c',d' .c = (d' abst c”). 
FuncPropUna a”,e” . a = (e' abst a'”) . Teor” (a”* dscd ce): D:a” =a”. 
FuncPropUna c”,d' . c = (d' abst c') . FuncPropUna b',e . b = (e abst b') 
. Teor' (b' dscd c”). 
De un modo semejante 

F FuncPropUna a',d . a = (d abst a”) . b = pe . Teor' (penqis dscd 
a') . FuncPropUna c',d' . c = (d' abst c') . FuncPropUna a”,e” . a = 
(e” abst a”) . Teor' (a”” dsed c') : D:a” = a” . FuncPropUna c,d' . e = 
(d' abst c') . b= pe . Teor' (penqisndsedac”), 


y así sucesivamente, colocando “pe” de todas maneras posibles en lu- 
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gar de “a”, *b” y *c” en RGC2". Combinando las fórmulas resultantes 
obtenemos RGC2”. 

Ántes de considerar el axioma análogo a RGC3, la Regla de la suma, 
advirtamos que se puede definir ahora a partir de *Cmpr” un concep- 
to de Sum como el definido en (VIII, B): llamamos a este concep- 
to “Sum”. 

Veremos ahora cómo RGC3”, a la que podemos llamar Regla de la 
suma', se verifica en M. Advirtamos primero que 
(1) F FuncPropUna b',d . FuncPropUna c',d . b = (d abst b') . e = 
(d abst c”) . a = (d abst (b” uve c)) : D : Teor' (b" dscd (b' uve c')) .Teor' 
(c” dscd (b” uve c”)). 

También 

F Hip (de (1)) . FuncPropUna a”,.d . Teor” (b' dscd a”) . Teor' 

(c” dscd a") : D : Teor' ((b' uve c”) dscd a””). 

Partiendo de esto y de (1) tenemos que 

(2) F Hip (de (1)) : > : (FuncPropUna b”,d . FuncPropUna (b' uve c'),d 
. Teor” (b' dscd (b" uve c”))) . (FuncPropUna c*,d . FuncPropUna (b' uve 
c).d . Teor” (c” dscd (b' uve c'))) . ((FuncPropUna b',d . FuncPropUna 
a”,.d . Teor” (b' dscd a”)) . (FuncPropUna c',d . FuncPropUna a”.d . 
Teor' (c' dscd a””)) : D : (FuncPropUna (b' uve c”),d . FuncPropUna a”,d 
. Teor” ((b" uve c”) dscd a””))), 


para ello utilizamos el teorema sintáctico (cf. TG9a (111)) según el cual 


- FuncPropUna b',d . FuncPropUna c',d : > : FuncPropUna (b' uve 
c).d. 

Pero a partir de (2) tenemos que 

F Hip (de (1)) : D : a Cmpr' b . a Cmpr' c . (a) (d”)(FuncPropUna 
ad . (d' abst a”) Cmpr* b . (d' abst a”) Cmpr' c: D : (d' abst a””) 
Cmpr' a”), 

y, por tanto, que 
(3) F Hip (de (1)) : D : (d abst (b' uve c)) Sum” (d abst b”), (d abst c”), 
o que 

F Hip (de (1)) : D : a Sum” b,e. 
De aquí sacamos RGC3”. (Las cláusulas adicionales referentes a pe no 
valen en las hipótesis y por ello deben añadirse mediante disyunciones 
donde se necesiten.) 

De una manera semejante se demuestra el axioma análogo a la 
Regla del producto, RGC4”. 

Obsérvese que, a partir de “Cmpr”, pueden definirse los conceptos 
análogos a los de semánticamente nulo o universal, empleando *Cmpr” 
en lugar de *“Cmpr” en las definiciones de “Nula” y “Univ”; de aquí tam- 
bién se saca un concepto de negación semántica. Estos conceptos se 
simbolizarán respectivamente por “Nula”, “Univ” y “Neg”. 

Ahora podemos demostrar el axioma análogo a la Regla de nega- 
ción, RGC5”, como sigue. Por TG9d (111) tenemos que 
(4) F FuncPropUna c,d .a = (d abst c) . b= (d abst tilde c) . FuncProp- 
Una e,.d' :>: (FuncPropUna c,d . FuncPropUna e,d” . Teor'(e dscd E 
FuncPropUna (tilde c),d . FuncPropUna e,d' . Teor' (e dscd tilde c) := 
Nula (d' abst e)), 

y también, por TG9e (111), que 
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(5) F Hip (de (4)), : >: (FuncPropUna e,d' . FuncPropUna c,d . Teor' 
(c dscd e) . FuncPropUna e,d” . FuncPropUna (tilde c), d . Teor' (tilde c 
dscd e) :=: Univ” (d' abst e)). | 
Análogamente, 

F Hip (de (RGC5”); :D: (b Cmpr' pe . a Cmpr' pe:==: Nula' pe) . 
(pe Cmpr' b . pe Cmpr' a :=: Univ' pe). 
Combinando este resultado con (4) y (5) obtenemos que 

F Hip (de RGCS”) :>: a Neg/ b. 

También se necesitan aquí cláusulas adicionales que contengan “pe”. 
Pero éstas no pueden estar en las hipótesis y por ello deben añadirse 
mediante miembros disyuntivos allí donde sean necesarias. 

De forma en cierto modo parecida pueden demostrarse RGCÓ6' 
y RGC7'. RGC8' es simplemente 

F (Ec) (a Clau” c . AxLog c) . Vbl b :>: Univ” (b abst a). 

Pero esto es inmediato, utilizando la ley sintáctica que dice 
F (AxLog a .v. (Ed) (a Clau d . AxLog d)) . Fmla c :>: Teor' (c dscd a). 

Colocando *Cmpr” en vez de “Cmpr” en el desarrollo primitivo de 
RGCIO, obtenemos RGCIO”. 

RGCI0' . + FuncPropUna b,a . Vble . Univ” (a abst b) : >: Univ' 
(a abst c cu b). 
Que se demuestra como sigue. Advertimos, en primer lugar, que ' 


(6) +F Hip (de RGCIO0”) . FuncPropUna e, e” . d = (e' abst e) :D: Teor' 
(e dscd b). 


De igual manera 

F Hip (de (6)) :>: Teor' (tilde e dscd b). 
De aquí, aplicando TG9e (MUI) y TG7a (UD), 
F Hip (de (6)) :D: Teor' (c cu b). 


Luego 

(7) F Hip (de (6)) :D: Teor” (e dscd c cu b), 

y 

(8) F Hip (de RGCI10”) :>: Teor' (perqis dscd c cu b) 


Combinando ahora (7) y (8) y utilizando TG8h (1IT) tenemos que 

F Hip (de RGCI0”) . (FuncPropUna e,e” . d = (e' abst e) :v: d = pe) 
:>: (FuncPropUna e,e” . d = (e' abst e) . FuncPropUna (c cu b), a . 
Teor' (e dscd c cu b)) .v. (d = pe . FuncPropUna (c cu b), a . Teor' 
(penqis dscd c cu b)). 
De esta fórmula sacamos inmediatamente RGCI0”". 

Sabemos por lo dicho anteriormente en (III, H) y (V, F) que L* 


es a la vez coherente y completo, en los sentidos definidos (cf. TF'13 
(V)). Luego podemos demostrar en M que 


q 
(9) F (Ea) (Fmla a . Teor' a . Teor' (tilde a)) 
y 
(10) F (a) (Prop a : >: Teor' a .v. Teor” (tilde a)). 


Fundándonos en (9) podemos demostrar RGC9”, y fundándonos en 
(10), RGC12”. 

RGC9” consiste, en efecto, en que 

F Univ'e . Nula' a' . (FuncPropUna b,a . e = (a abst b) :v: e = pe) . 
(FuncPropUna c,.d . a” = (d abst c) :v: al = pe) :D: —e Cmpr' a”. 
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Luego tenemos que demostrar cuatro casos. En primer lugar, conside- 
remos la fórmula 
(11) “FuncPropUna b,a . FuncPropUna c,d . (e) (FuncPropUnae :>. 
(a abst b) Cmpr' e) . (e) (ConsPred e .>. e Cmpr' (d abst c)) : 2: —(Func- 
PropUna b,a . FuncPropUna c,d . Teor' (b' dscd c)). 
Podemos demostrar que es válida en M en vista de (9). Adviértase que 
(12) F FuncPropUna b,a . FuncPropUna c,d (e) (e) (FuncPropUna e,e' 
:D: Teor' (e dscd b) . Teor” (c dscd e)) : >: Teor” ((b uve tilde b) dscd b). 
También 

F Hip (de (11)) : >: Hip (de (12)). 


De aquí 
F Hip (de (11)) : >: Teor' b, 
también 
F Hip (de (11)). Teor” (b dscd c) :>: (e) (e) (FuncPropUna e, e” .). 
Teor” e). 


Pero a partir de esto tenemos que 

F Hip (de (11)). Teor” (b dscd c) : >: Fmla b . Teor' b . Teor' (tilde b). 
De aquí 

F Hip (de (11)). Teor' (b dscd c) : >: (Ea) (Fmla a . Teor' a . Teor' 
tilde a)). 
Por consiguiente, en vista de (9), (11) es un teorema. De un modo seme- 
jante demostramos que 

F Univ” pe . Nula' a : >: —pe Cmpr' a”, 
F Univ'e . Nula* pe : >: —e Cmpr' pe 
y 
F Univ” pe . Nula” pe :>: — pe Cmpr' pe. 

Combinando estas fórmulas de una manera apropiada obtenemos RG.C9' 

Análogamente podemos demostrar que se cumple RGC12'. RGC12' 
dice | 

F Prop a . Vblc :0: Univ” (c abst a) .v. Nula” (c abst a). 
Pero por (10) tenemos que 

F Prop a . Vbl e :: Teor' a .v. Teor' (tilde a). 

Y por la sintaxis 

F Teor' a .. (b) (ConsPred b :>: (Ec) (Ed) (FuncPropUna c.d . b= 
(d abst c) . Teor' (c dscd a)) .v. (b = pe . Teor” (penqtis dscd a)), 


F Teor” (tilde a) . >. (b) (ConsPred b :>: (Ec) (Ed) (FuncPropUna 
cad. b= (dabstc) . Teor' (a dscd c)) .v. (b= pe . Teor” (a dscd perqis)). 
De aquí sacamos que 
(13) F Propa. Vble:>: (6) (ConsPred b .>. (c abst a) Cmpr' 30 Y 
(b) (ConsPred b .>. b Cmpr' (c abst a)). 

Pero (13) no es otra que RGCI12”. 

RGCII1' es simplemente: 

F Prop a . Vbl b.Vblc.-b = c:0: (b abst a) Cmpr” (c abst a). 
Su demostración es inmediata. 

RGCI13" establece que 

F FuncPropUna a,b . bSLba . d VLb¿a . =b=c :D: (b abst a) 
Cmpr' (c abst d). 


Podemos demostrar esto en M si advertimos que 
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(14) FE Vblb. Vble. <b = Cc :D: Teor” (cridab). 

Pero también 

(15) F FuncPropUna a, b . bVIba.dSLb¡a. <b=e :D: Teor' 
(enidrb dscd (d dscd a)), 

y de aquí, en vista de (14), 

F Hip (de (15)) : >: FuncPropUna a, b . FuncPropUna d,c . Teor' 
(d dscd a). 

Pero de este resultado sacamos fácilmente RGCI13'. 

La demostración de RGC14" es inmediata. 

Obtenemos así una interpretación de *'Cmpr” dentro de M tal que 
permite demostrar RG.C1-RGC14. Cualquier incoherencia que engendre 
el utilizar RGC1-RGC14 junto con las reglas de lógica y de M puede 
transformarse en una incoherencia que aparezca si se toma M como 
lenguaje sintáctico para el tipo apropiado de L: así se establece la 
coherencia relativa de RGC1-RGCIA. 

Esta «demostración» de coherencia relativa, como la de (V, G), se 
presenta de un modo no formalizado, en un metalenguaje natural. 
Pero puede probablemente formalizarse sin ninguna dificultad, utili- 
zando solamente unos conceptos lógicos y semánticos muy limitados. 


CAPÍTULO X 


Constantes individuales y funcionales 


En el desarrollo de los diversos metalenguajes semánticos anteriores, 
hemos considerado únicamente lenguajes objeto que no contienen 
constantes individuales ni funcionales primitivas. Pero hemos visto 
que los lenguajes objeto que contienen unas u otras pueden transfor- 
marse fácilmente en lenguajes que no las contienen, y viceversa, gra- 
cias a la teoría de las descripciones de Russell (II, F). La exclusión de 
los lenguajes objeto que contienen semejantes constantes primitivas 
ha facilitado, en particular, el desarrollo de la semántica intraducente; 
no obstante, muchos lenguajes objeto importantes contienen de hecho 
una O varias constantes individuales o funcionales como elementos 
primitivos; hemos descrito estos lenguajes sin formalizarlos en el ca- 
pítulo 11 y hemos hecho ver que eran especialmente importantes en 
investigaciones matemáticas y de filosofía de la ciencia. Además, 
todos los metalenguajes formulados anteriormente contienen cons- 
tantes individuales primitivas (descriptivo-estructurales) y una cons- 
tante funcional primitiva. Por lo tanto, será útil considerar en este 
capítulo los cambios que hacen falta para hacer aplicables las diversas 
teorías semánticas anteriores a lenguajes objeto o a metalenguajes (to- 
mados como lenguajes objeto) que contengan una o varias constantes 
individuales o funcionales primitivas. 

Hemos de considerar primero los reajustes sintácticos necesarios 
cuando se permite que el lenguaje objeto contenga constantes indi- 
viduales primitivas; esto ocupará el $ A, y en el $ B perfilaremos la 
nueva formulación de MS. En el $ C se definen algunas relaciones res- 
tringidas de denotación de grado superior. En el $ D se esboza la nueva 
formulación de la semántica intraducente y en el $ E se demuestran va- 
rios teoremas de la semántica intraducente de constantes individuales. 
En el $ F se bosqueja la teoría sintáctica y semántica de las cons- 
tantes funcionales. Finalmente, en el $ G consideramos de nuevo la 
cuestión de la autorreferencia, en relación con la semántica in- 
traducente; veremos que un metalenguaje semántico intraducente 
puede formularse de forma que contenga de un modo coherente su 
propio concepto de verdad (intraducente). 

Si L contiene una o varias constantes individuales como elementos 
primitivos, el metalenguaje semántico basado en “Den” para L se 
llamará MSJ' y el metalenguaje intraducente para L se llamará MS7”. 
Estos dos metalenguajes difieren sólo levemente de MS, y MS¿, 
respectivamente. 


14 
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Cuando permitimos que el lenguaje objeto L contenga una o varias 
constantes individuales como elementos primitivos, hemos de hacer 
algunas ligeras modificaciones en la descripción sintáctica rigurosa de 
L (los cambios sintácticos que esbozaremos en esta sección serán co- 
munes a MS5' y MS¿”. 

Sea 

“a”, ¿e ar. ñ 

la lista finita o infinita pero numerable de las constantes individuales 
primitivas de L, como en el capítulo 11 (debe considerarse que cada 
constante nombra un solo individuo y —si se quiere— que constantes 
distintas nombran individuos distintos). La formulación no formalizada 
de L es exactamente igual que en el capítulo II. En la sintaxis formal 
de L debe añadirse —para nombrar “a'— una constante descriptivo- 
estructural, “ay”, distinta de uve, tilde, etc.: ha de lograrse tal cosa 
mediante la adición de cláusulas apropiadas a RSin1 (111, B); también 
debe añadirse a RSin2 una cláusula estipulando que ay no es ninguna 
cadena de expresiones; el sentido de RSin3 debe ampliarse ligeramente, 
así como el de RSin4; llamemos ahora a estas reglas RSin1'-RSin4”. 
De un modo parecido deben ampliarse ligeramente Rl1'-R8', MP", 
Gen” y Abst'. 

Puede considerarse que una expresión es una constante individual 
de L si y sólo si o bien es ay sola o bien se compone de ay seguida de 
uno o varios acentos. 


“ConsIn a” abrevia “(a = ay .v. (Eb) (Ec) (SartaAc b . a = ayrb))). 
Esta definición sólo es necesaria cuando L contiene una cantidad nume- 
rable de constantes individuales primitivas; si L no contuviese más 
que un número finito de ellas, se podría definir *ConsIn a” de un modo 
análogo a como fue definida “ConsPredPrim a” en (111, D), por enumera- 
ción. Pero, independientemente de cómo definamos el concepto de 
constante individual, podemos llamar término a toda expresión a de L 
que sea una variable o una constante individual. 

“Trm a” abrevia *(Vbl a .v.v ConsIn a)”. 

El definiens de la definición de *FmlaAt a” (III, D) sólo ha de alte- 

rarse un poco, sustituyendo simplemente la cláusula 
“Vbl b. Vble. Vbld. Vble. Vbl a” 

por 

“Trmb. Trmc. Trmd . Trme . Trm a”. 
Análogamente, en la definición dada en (111, D) de “a Abst b”, *Vbl d' 
debe sustituirse por “Trm d”. Pero adviértase que no serán necesarios 
más cambios en la definición de *“Fmla a”, una vez realizados estos 
cambios preliminares. 

En (TIT, E) definimos “a SLb1; d” para expresar que a sólo difiere de d 
en que contiene una aparición libre de b en lugar de una sola aparición 
libre de c en d. Debido ahora a la presencia de constantes individuales 
en L, queremos permitir que b pueda ser en esta definición una cons- 
tante individual: definamos, por tanto, “a S1/ d” igual que “a SLbl1; d” 
ha sido definido en (1TI, E), pero poniendo, en lugar de *b' AparLb, b”, 
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*“(Consln b . b' Apar, b :v: b' AparlLb, b)”; se define entonces “a S?; d” 
de un modo semejante a como fue definido “a SLb?; d” en (III, E): 
“a S?; d' expresa que a sólo difiere de d en que contiene una constante 
individual b o apariciones libres de la variable b en 0 o más lugares en 
que haya apariciones libres de la variable c en d. Finalmente, se define 
que “a S; d' expresa que a sólo difiere de d en que contiene una constante 
individual b o apariciones libres de una variable b en todos los lugares 
en que haya apariciones libres de la variable c en d: 

“a S; d* abrevia “(a S?% d . (Vblb.cVIba:>:b=c) . (ConslIn b 

.D. -c VLb a)). 
Definimos también “a S1” d? para expresar que a difiere sólo de d en que 
contiene una constante individual b o apariciones libres de la variable b 
en un sólo lugar en que haya una aparición libre de la variable c en d 
o una aparición de la constante individual c en d. Entonces pueden defi- 
nirse fácilmente “a S?% d” y “a S”; d* para expresar los conceptos que la 
notación señala de un modo evidente. 

En el definiens de la definición de “AxCuantl a” (en (TIT, E)) se 
sustituye ahora *b SLb; e” por *b S; e”. En el de la definición de* AxIdl a” 
se sustituye “Vbl b” por “Irm b”. En el de *AxlId2 a”, *Vbl b . Vbl c* debe 
sustituirse por “Trm b. Trm c”. Finalmente, en el definiens de la definición 
de *AxAbst a”, sustitúyase 'd SLb? e” por 'd S??e . Trmc . Vbl b”. 

Todas las demás modificaciones que puedan hacer falta en las defi- 
niciones O teoremas sintácticos pueden hacerse fácilmente. Nos ocupa- 
remos ahora de los cambios que se requieren en la parte semántica de 


L> 
M D* 


B. CONSTANTES INDIVIDUALES Y DENOTACIÓN MÚLTIPLE 


En MS7' la denotación múltiple podría interpretarse de forma que 
a las constantes individuales se las permitiera denotar; pero esto lle- 
varía a unas complicaciones que podemos evitar por otro procedi- 
miento. No es necesario cambio alguno en el enunciado de las Reglas 
semánticas RDen1 y RDen2 (1V, D), aunque su sentido queda ligera- 
mente alterado debido a la presencia en L de constantes individuales 
como elementos primitivos. 

Podemos decir que una expresión a es un nombre propio de un objeto 
x si y sólo si a es una constante individual y el abstracto (qis nepinvrqisn 
ida) denota x. 

“a NbrPr x” abrevia “((ConsIn a . (gissepinvnqisnidra) Den x). 

Indicamos a continuación tres teoremas con el fin de mostrar que 
esta definición de “NbrPr” proporciona un concepto intuitivamente 
justificable de lo que es un nombre propio. 

TBl1. + a NbrPr x .>. ConslIn a. 

La demostración es inmediata. 

T'B2. + a NbrPr y, si se toma como “y” cualquier constante indi- 
vidual de la parte traducente de MSf' y como “a* la descripción estruc- 
tural de esta constante. Usando RDenl y R5', sabemos que 

F (qisnepinunqisnidaa) Den y .=. y =y, 
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donde (etc., como en T'B2). Pero por R7”, observando que 
F Consln a 

por hipótesis, obtenemos TB2. 

Finalmente, tenemos el Principio de unicidad, según el cual una 
expresión es el nombre propio de a lo sumo una entidad. 
- TB3. + a NbrPr x.a NbrPr y :0:x = y. 
La demostración es la siguiente. Sabemos por sintaxis que 
(1) F —ConsIn a . + qis :D: —ConsPred (qisnepinvurqisnidra). 
Luego, si tomamos “a? como descripción estructural de una expresión 
que no sea ni qís ni una constante individual, sabemos por (1) y RDen2 
que | 
E —(qisnepinvnqisnidra) Den y, 
y, por tanto, que | 
(2) F ConslIn a . (qisnepinvnqisnidra) Den y . (qisnepinurqisnida) 
DE: DOY == 2, 
Asimismo, si tomamos “a” como descripción estructural de una cons- 
tante individual *y”, empleando RDenl1 tenemos que 

F (qisnepinunqisnidaa) Denx.=.x= y. 

Valiéndonos de TE5 (11), una ley de identidad, y TE2 (1V), tenemos 
entonces que 
(3) F ConsIn a . (qisnepinunqisnidra) Den x . (qisnepinunqisnidaa) 
Denz:D:x=2, 
en donde “a” se toma como descripción estructural de una constante 
individual. Combinando (2) y (3) y usando RSin4”, obtenemos el teo- 
rema. 


Estas tres leyes deben ser válidas, evidentemente, para cualquier 
concepto de nombre propio en L que pueda proponerse intuitivamente; 
y de la definición dada parecen deducirse inmediatemente todas las 
demás propiedades deseables de los nombres propios en L. La teoría 
semántica de las constantes individuales no es, pues, sino la teoría de 
la denotación de expresiones para determinadas clases virtuales uni- 
tarias. 

Queremos decir también que un nombre propio está subsumido 
en un abstracto. Para permitirlo, podemos definir 

“a Sub? b” como “(x) (a NbrPr x .>. b Den 1)”. 

(Podría pensarse que la definición de “Sub” en (IV, C) es utilizable aquí; 
pero si a es una constante individual, entonces según esta definición y 
debido a RDen2, a está subsumida en todo b: RDen2 establece que 

ka Den x .. ConsPred a, 
pero 

F ConsIn a .D. —ConsPred a, 

y, por lo tanto, 

E ConsIna .. —a Den x, 
luego 

| F ConsIn a .. (x) (a Denx .. b Den x). 

Cuando a es una constante individual debemos, por tanto, emplear 
la relación Sub% en lugar de Sub.) 

Abordamos ahora el concepto de verdad. ¿En qué circunstancia s 
una proposición que contenga una constante individual ha de consi- 
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derarse verdadera? Si se trata de una proposición universal atómica o 
de una proposición universal no atómica, la definición puede darse 
exactamente igual que antes (Y, A) en (1) y (11). 


Pero consideremos una proposición a de L que no sea una proposi- 
ción universal; por ejemplo, *Pa”. ¿En qué circunstancias podemos decir 
que es verdadera? Es verdadera si existen una expresión b que denote 
precisamente aquellos objetos que tienen P y una expresión c que sea 
un nombre propio de á (estando ce subsumido en b en el sentido que 
acabamos de definir). O bien, con más generalidad, supongamos que 
a es una proposición, pero no una proposición universal. (L contiene 
una proposición semejante, porque contiene una constante individual 
como elemento primitivo). Podemos decir entonces que a es verdadera 
siempre que a contenga una aparición de una constante individual b, 
que exista una variable d como variable libre de determinada c, de la 
cual a difiera sólo en contener b allí donde haya apariciones libres de 
d en c y que b sea soporte de la relación Sub? para el abstracto (da 
epinunc). 

“Vrd, a” abrevia “(Prop a . —PropUniv a . (Eb) (Ec) (Ed) (ConsIn 
b.dVIbcaS¿c . b Sub” (drepinvno))). 


El concepto de “Vrd¿' puede quizá aclararse mediante un ejemplo. 
Supongamos que a sea una proposición no universal de L, *---á---”, 
que contenga la constante individual “a”; escogemos entonces una 
variable, digamos “x”, y formamos la función proposicional “-==x=..” 
tal que a difiera de ella sólo por contener “a” allí donde haya apariciones 
libres de 'x” en *---x---" formamos entonces el abstracto 'x3---x-.=”, 
Una proposición como “Russell es mortal”, por ejemplo, es verdadera 
en un sistema formal apropiado sólo cuando “Russell” es soporte de la 
relación Sub” para “x3 x es mortal”. 


La definición de “Vrd, a” es el complemento de las definiciones de 
*“Vrd, a* y “Vrd, a”, de suerte que 


“Vrd a abrevia *(Vrd, a .v. Vrd, a .v. Vrd, a)”. 


Logramos, pues, en MS” un predicado completamente general para 
la verdad de las proposiciones de L£. 


La adecuación de “Vrd” puede demostrarse fácilmente mediante la 
Segunda regla de adecuación de (V, C) y una Regla de adecuación 
apropiada para “Vrd,?. 

Igual que en (V, B), pueden darse diversas definiciones de verdad, 
incluyendo una a partir de abstractos vacíos. Hemos venido utilizando 
la definición a base de abstractos vacíos en el desarrollo de la teoría 
de la verdad y seguiremos usándola en lo sucesivo; pero la definición 
de “Vrd,?' que hemos dado aquí tiene el interés de hacer resaltar algunas 
de las propiedades semánticas de las constantes individuales. Es más, 
mediante las Reglas de adecuación, puede establecerse fácilmente la 
equivalencia del concepto contenido en “Vrd¿' con el contenido en 
*Vrd”, en tanto que definida a partir de abstractos vacíos y aplicada 


exclusivamente a proposiciones no universales que contengan constantes 
individuales, 
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El desarrollo ulterior de MS” es paralelo al de MS, y la demostra- 
ción de la coherencia de MSZ' con relación a lade L más los axiomas 
sintácticos es, en lo esencial, la dada en (V, G). 


C. ABSTRACCIÓN DE RELACIONES 


Un rasgo interesante de todas las teorías semánticas basadas en la 
denotación múltiple anteriormente desarrolladas es el de que los únicos 
tipos de expresiones de L que se requieren como expresiones denota- 
doras son predicados monádicos. La denotación múltiple se toma como 
relación semántica diádica entre predicados monádicos de L y los obje- 
tos de L. Los símbolos de relación de L no se consideran denotadores, 
de forma que no es necesario introducir relaciones de denotación múl- 
tiple de grado superior. Podría parecer que estas relaciones serían 
esenciales para manejar las propiedades semánticas de las relaciones 
de L; por ejemplo, querríamos ser capaces de decir que “P”” denota 
(en determinado sentido) los objetos x e y (tomados en este orden) 
siempre que P” xy; necesitaríamos entonces dentro del metalenguaje 
una relación de denotación triádica. Para manejar las relaciones triádi- 
cas de L, necesitaríamos dentro del metalenguaje una relación de deno- 
tación tetrádica, y así sucesivamente. Lo interesante es que no han sido 
necesarias estas relaciones de grado superior: hemos podido definir 
con toda generalidad el concepto semántico de verdad y varios otros 
conceptos semánticos dependientes de él, empleando sólo la sencilla 
relación de denotación diádica. Es claro que, para estos fines al menos, 
puede prescindirse por completo de relaciones de denotación de grado 
superior. 

No obstante, estas relaciones de grado superior tienen cierto interés 
por sí mismas, y algunas relaciones restringidas de este tipo son defi- 
nibles dentro de MS5'. Es esencial para ello la presencia de constantes 
individuales en L y también en el metalenguaje, por lo cual estas rela- 
ciones no pueden introducirse en MS¿, sino sólo en MSz'. Ante todo, 
hemos de presuponer el método de tratar la abstracción relacionante 
dentro de L aludida al final de (11, D): entonces es definible un tipo 
restringido de relación de denotación triádica, como veremos a con- 
tinuación. 

“a Den z, w abrevia “Vrd d”, donde “a” se toma como descripción 
estructural de cierto abstracto diádico “xx'e---x---x'---” que no contenga 
variables libres, 2? y “w” se toman como constantes individuales cuales- 
quiera de las cuales *b” y *c” son, respectivamente, las descripciones 
estructurales, y “d” como descripción estructural de la proposición 
que resulta de “-.-x%---x'---” sustituyendo toda aparición libre de las 
variables x* y *x'” por las constantes b y c, respectivamente. 

De un modo análogo puede definirse 

“a Den x, y, 2”, 
donde (etc., para “a”, x?, y” y *2”); y así sucesivamente. Obsérvese que 
no definimos 
“a Den x, y” ni a Den x, y, 2 
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para las variables “a”, “x?, “y” y *2*, sino sólo cuando éstas son constantes 
de tipos apropiados. 


La utilidad de estas definiciones es quizá algo limitada y, en realidad, 
no está claro si estos tipos de denotación más generales se necesitan 
en semántica; pero si así fuera, estas definiciones muestran que pueden 
conseguirse formas restringidas de esta denotación dentro de MS5”. 


D. CONSTANTES INDIVIDUALES Y COMPRENSIÓN 


Consideremos ahora las modificaciones que requiere el metalenguaje 
MS¿ cuando L contiene una o varias constantes individuales primiti- 
vas. Los cambios sintácticos necesarios ya han sido perfilados en el 
S A, pero hay que abandonar RSin4” y tomar en su lugar TG4 y TG13 
del capítulo 111, como en (VIII, D). *Cmpr” es aquí el único elemento 
primitivo semántico, de forma que MS¿' es intraducente. 


Cabe dar igual que en (VIII, C) el concepto de verdad para proposi- 
ciones universales atómicas o no atómicas (de L) que no contengan 
constantes individuales; *Vrd, a* y “Vrd, a” pueden darse por definidos. 
También es posible introducir aquí una relación análoga a Sub, de 
forma que “Vrd, a? pueda definirse en MS¿' igual que antes, en el $ B: 
“Vrd,' se aplica sólo a las proposiciones que no son universales y que, 
por tanto, contienen al menos una constante individual; entonces, 
como en el $ B, 

“Vrd a” puede abreviar “(Vrd, a .v. Vrd, a .v. Vrd, a)”. 
También pueden darse aquí diversas definiciones de “Vrd”, incluyendo 
una a base de abstractos vacíos. 

Cuando se tiene el propósito de desarrollar la teoría semántica de las 
constantes individuales en MS¿,' la siguiente relación es más útil 
que Sub0: 

“a Sub% b” abrevia “((ConsPred a . ConsPrep b . a Sub b :v: Cons- 
Pred a . ConsInb . a Sub (qisnepinvrqisnid,b) :v: ConsIn a . Cons- 
Pred b . (qisnepinunqisnidra) Sub b :v: Consln a . ConsIn b . 
(qisnepinurnqisnidra) Sub (qgisnepinvrqisb)). 

Asimismo, establezcamos que 

“a Cmpr% b* abrevia *b Sub a”. 

A partir de “Sub%% o “Cmpr*”, podemos definir algunos conceptos 
ulteriores afines a 'CoExt”, “ED”, “Unit”, Com”, “Sum”, etc., poniendo 
“Cmpr%” en lugar de “Cmpr* en todos los definientia; estos conceptos 
pueden simbolizarse respectivamente por “CoExt%”, “ED”, *Unit*, 
etcétera, y algunos de ellos serán útiles para enunciar los teoremas del 
siguiente parágrafo. 


Las reglas semánticas de MS¿' son las de MS¿, aunque su sentido 
quede ahora ligeramente alterado; por tanto, la coherencia relativa 
de estas reglas puede demostrarse, en lo esencial, igual que en (IX, G), 

La teoría de las constantes individuales (formulada sobre la base de 
cualquiera de los otros elementos primitivos intraducentes, como 
*Vrd”, “Univ”, “Nula”, *0” o *J”) es, por supuesto, análoga, 
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E. ALGUNOS TEOREMAS SEMÁNTICOS 


Ocupémonos ahora de unos cuantos teoremas diversos de la semán- 
tica intraducente de constantes individuales. 

Damos primero (sin demostraciones) una breve lista de teoremas 
sintácticos referentes a las constantes individuales. 

TEla. + ConsIn a . cS¿a' . Prop a' :>: Prop c. 

TE1b. + ConsIn a .cS'%¿d . Prop d . —-PropUniv d :>: Propc . 
—PropUniv c. 

TElc. FcSid.D.csS%d. 

TEld. +cS id .D.cS? d. 

TE2a. FeSLid:D:cSid.cS'% d. 

TE2b. + ConsInd a .cS% a” . ConsIn b.dS; a” . d' VIb a' . 
FuncPropUna a'.d' . - PropUniv d :>: —PropUniv c. 

Como siempre, la definición de verdad que presuponemos es la enun- 
ciada a base de abstractos vacíos: los diversos teoremas del capítulo IX, 
en especial los del $ D, se vuelven así automáticamente teoremas de 
MS7. 

Muchos de los teoremas semánticos subsiguientes pueden demos- 
trarse fácilmente dentro de un metalenguaje, traducente, empleando 
la Regla de adecuación apropiada. Las demostraciones son aquí, en un 
metalenguaje intraducente, algo más difíciles: dado que carecemos de 
cualquier forma de Regla de adecuación, hemos de buscar demostracio- 
nes totalmente nuevas. 


Tenemos primero unos cuantos teoremas referentes a CoExt%, 

TE3a. + ConsIn a . ConsIn b:>:a CoExt% b.=. Vrd (anidb). 
Por la definición de *'CoExt0”, 

F ConsIn a . Consln b :D:aCoExt% b .=. (qisnepinunqisnid a) 
CoExt (qgisnepinvrqisnid,b), 
y, por tanto, por TD22 (IX), 

F ConsIn a . ConsInd b :>: a CoExt"% b .=. Vrd (quis cu (qisnida 
a triguión qusnidb)). 
Pero por TDI10 (1X) y TDI15 (1X), 

F ConsIn a . ConsIn b :>: Vrd (qis cu (qisnidaa triguión qisnid, b)) 
.=. Vrd (anida b). 
De ahí TE3a. 

TE3b. F ConsIn a . ConsIn b . a CoExt% b.dS?5c. Propc:>: 
(c dscd d). 
Teniendo presentes los cambios sintácticos del $ A, tenemos, por TD10 
(1X), que 

F Consln a.ConslIn b.d8S?';c.Prop c:D: Vrd (anidrb dscd (c dscd d)), 
luego, por TD7 (1X), que 

F ConsIn a . ConsIn b. dS?'%c . Prop c. Vrd (anida b) : >: (c dscd d). 
Obtenemos entonces el teorema por TEd3a. 

Indicamos ahora, sin demostrarlos, unos cuantos lemas referentes 
a las constantes individuales y a las constantes predicado unitarias. 

TE%a. + ConsIn a .>. —Nula (qissepinvrnqisnidra). 

TE4b. F Unita . bSuba . —Nula b:>: Unit b. 

TE4c. FUnita .cNegb:D:aSubb.=. —a Sub ce, 
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TE4d. + Consln a .. Unit (qisnepinonqisnidaa). 

TE4e. + ED a :=: ConsPred a .v. Consln a. 

TEA4f. + ConsIn a .D. a CoExtW (gisnepinurqisnidaa). 

Un teorema fundamental referente a las constantes individuales es 
el siguiente: 

TE5. + Conslín a .>. Unit a. 

No es difícil demostrarlo aplicando algunos de los lemas anteriores. 

Otro teorema fundamental relaciona Sub% con la verdad. Suponga- 
mos que cierta constante individual, a, soporta la relación Sub% para 
un abstracto no vacío “x3---x=--": entonces, la proposición que resulta 
de sustituir en *---x---" las apariciones libres de “x” por a, es verdadera, y 
viceversa. 

TE6a. + ConsIn a . bVLbd.cS; d . FuncPropUna d.b :>: a 
Sub% (brepinurd) .=. Vrd c. 

La demostración se basa en T.D21 (1X) y el principio según el cual los 
teoremas de L referentes a la identidad, si son proposiciones, son ver- 
daderos. Por TD21 (1X), 

F Hip (de TE6a) :>: (brepinvsbridra) Sub (brepinund) .=. Vrd 
(b cu(bridra dscd d)). 

Pero 

F Hip :D: Vrd (b cu(bridra dscd d)) .=. Vrd e, 
por TD10 (1X) y TDI15 (IX): de ahí el teorema. Un corolario de T.E6a 
es el siguiente: 

TE6b. + ConslIn a :>: a Sub% pe .=. Vrd (pera). 
lo cual es claro recordando TD23 (1X). 

Algunos de los teoremas anteriores han dado condiciones necesarias 
para que pueda decirse que dos constantes individuales son CoExt0; 
el siguiente enuncia una condición suficiente para ello. 

TE7. F ConsIn a . ConsIn b.-a=b. e VLIb a'.. FuncPropUna 
ac,e.cSia' .dS' a . a” SIb" a”. e VLba' . Vide . Vrdd. 
Vrd (e cu e' cu ((a* punto a'”) dscd enidre')) : 5: a CoExtW b, 


F. CONSTANTES FUNCIONALES 


Bosquejamos ahora muy sumariamente los reajustes necesarios 
cuando el lenguaje objeto L contiene una o varias constantes funcionales 
(funtores) primitivas. 

Sea 

E: a q. lao > 

la lista finita de funtores primitivos de L, cada uno del grado correspon- 
diente, como en el capítulo 11. Añadimos entonces “efe” como nueva 
constante (descriptivo-estructural), en el lenguaje sintáctico M de L, 
para nombrar “f”. “T”” tendrá entonces como descripción estructural 
“(efenac)?, y así sucesivamente. Las reglas sintácticas han de alterarse 
ligeramente para poder acoplar dentro del sistema esta nueva cons- 
tante; si L contiene también constantes individuales primitivas, hay 
que alterar RSin1'-RSin4”; en caso contrario, RSin1-RSin4 del capí- 
tulo JTT. 
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Evidentemente podemos definir 
“ConsFun a” 
mediante enumeración finita, como sea necesario. Supongamos que L 
contiene sólo dos constantes funcionales primitivas, “f” de grado uno 
y 'f”” de grado dos, así como varias constantes individuales primitivas; 
entonces 

“Trm a* puede definirse como *(Vbl a .v. ConsIn a .v. (Eb) (Ec) 
((Vbl > .v. Consln b) . (Vbl e .v. Consin c) . (a = (eferb) .v. a = 
(efenaci bc))))”. 

Los otros cambios necesarios en la sintaxis de L pueden darse fácil- 
mente. 

Las constantes funcionales no denotan en el sentido de la denotación 
múltiple; pero los términos que no contienen variables libres han de 
considerarse nombres propios de los objetos correspondientes; por 
ejemplo, “fa” será el nombre propio del objeto fa. El concepto de *'NbrPr” 
del $ B puede, por tanto, extenderse, a base de “Den”, del modo siguiente: 

“a NbrPr x* abrevia “(Trm a . (Eb) b VLb a . (qisnepinvsqis, 
ida) Den c)”. 

Las constantes funcionales se tratan dentro de la semántica intra- 
ducente de un modo semejante, mutatis mutandis, a como hemos tra- 
tado ante las constantes individuales en el $ D. 


G. AUTORREFERENCIA Y COMPRENSIÓN 


Hemos observado en (1X, G) que el metalenguaje semántico intra- 
ducente MS¿ proporciona una base coherente para la semántica de 
cualquier lenguaje de primer orden L, en el supuesto de que la sinta- 
xis subyacente sea coherente; lo mismo ocurre en MS7', si L contiene 
constantes individuales primitivas. Gracias a su generalidad, el método 
según el cual se construyen MS¿ o MS¿' puede incluso proporcionar, 
en cierto sentido, una semántica coherente de sí mismo. Hemos indicado 
antes, en (V, H), que los metalenguajes traducentes basados en la deno- 
tación múltiple (y, en realidad, también los basados en los otros ele- 
mentos primitivos) pueden contener de un modo coherente su propia 
semántica; si estos metalenguajes son coherentes no pueden contener 
su propio concepto semántico de verdad; pero un metalenguaje se- 
mántico intraducente no es sólo coherente con relación a la sintaxis 
elemental, como hemos visto: puede también formularse de forma que 
contenga su propio concepto semántico de verdad. 

A fin de ver esto construimos un sistema formal semántico como indi- 
camos a continuación. La sintaxis que hemos de emplear es una va- 
riante de la de (V, H-1); los símbolos primitivos, excluyendo por ahora 
las constantes descriptivo-estructurales, son “(”, “(, *, ty, *=”, *%, 
2, “Cmpr”, y las variables “a”, *b”, etc.; para simplificar la sintaxis 
supongamos ahora que todas las variables se escriben “a?, “a”, “a”, 
etcétera: los símbolos primitivos, con exclusión de las constantes des- 
criptivo-estructurales, son entonces precisamente diez, a saber, 

(1) 5 3: e “y”, =>, 9, e? “Cmpr, a”, y EA 
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Como constantes descriptivo-estructurales de este sistema formal to- 
mamos ahora nombres de cada uno de estos símbolos primitivos. Sean 
(2) “pi” el nombre de “(?, “pd” el de *), “tilde” el de *—”, “uve* el de *y” 
“epinv' el de “3”, “id” el de *=”, “cdn” el de “-”, *cmp” el de *Cmpr”, “ay” 
el de “a? y “ac” el de **”. 

(Adviértase que “ay” se emplea aquí como descripción estructural de la 
variable “a”, no de la constante “á? como en los apartados anteriores de 
este capítulo.) 


Cada una de estas diez constantes descriptivo-estructurales es una 
constante individual primitiva y cada una necesita, a su vez, una des- 
cripción estructural. Podríamos, pues, establecer: 

(3) *PPP como nombre de “pi”, *PD” como nombre de “pd”, *TILDE” 
como nombre de “tilde”, etc. 

Pero aun con la adición de esta lista no llegamos a completar el vocabu- 
lario sintáctico, porque cada una de las constantes descriptivo-estruc- 
turales “PP, *PD”, etc., debe tener a su vez un nombre descriptivo- 
estructural; éstos habrán de tener a su vez nombres deseriptivo-estruc- 
turales, y así sucesivamente. El vocabulario completo necesario com- 
prende, por tanto, una infinidad de constantes descriptivo-estructurales . 


Para proveer de una notación a esta infinidad de constantes, pode- 
mos emplear acentos para formar nuevas constantes igual que formamos 
nuevas variables: podemos pensar que “pt”, por ejemplo, es el nombre de 
“pt, “pt” el de “pi”, y así sucesivamente. El vocabulario primitivo 
total del metalenguaje semántico se compone entonces únicamente de 
los símbolos de (1) y de las constantes descriptivo-estructurales de la 
lista (2), y las variables “a”, “a”, “a'”, etc., abarcan las expresiones del 
propio metalenguaje del cual son variables ?. 


Nos referimos a este sistema formal como MSS,, el metalenguaje 
semántico (intraducente) para sí mismo, basado en la comprensión. 

Las reglas de MSS, son, en lo esencial, iguales que las dadas en 
(VIIT, D); las reglas semánticas comprenden adaptaciones de RGCI- 
RGCI3; no hace falta una adaptación de RGC14 porque MSS, no 


contiene constantes predicativas primitivas monádicas. 
Pueden definirse dentro de MSS, varios conceptos booleanos, como 


en (VIIL, B). 


Por cada regla no lógica (es decir, sintáctica o semántica) de MSS,, 
podemos definir dentro de MSS, una Hipótesis específica de la compren- 
sión. Por ejemplo, correspondiendo a RSinl, según la cual: 

E -=pt= pd. pi = tilde . ... . ay = cmp, 
podemos definir 

“HECI” como “(a) (b) (Vbl b . a = (tilde PInid,PD punto tilde 
PIsidTILDE punto ... punto tilde AY rid-CMP) :2: Univ (b5 
epinvra))”. 


1 En lugar de *=” y de *.”, aquí o en el capítulo III, podríamos si quisiéramos 


tomar una relación análoga a la relación M de QuINE como elemento primitivo: véase 
Mathematical Logic, pp. 287-90; pero tendríamos todavía que resolver el problema 
de la caracterización axiomática de M, 
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Y también, correspondiendo a RG.C2, por ejemplo, o más bien a una 
clausura de la fórmula estipulada por RGC2, 

“(aJ(a)(a'5)(a Cmpr a” . a” Cmpr a :>: a” Cmpr a”), 
definimos | | 

“HEC7” como “(aJM(b1(Vbl b . a = ((ay cu aynac cu aynacnacr cu 
((ayn cmpnraynac punto aynacracacmpnray) dscd ayracracacmp raya 
ac)) : >: Univ (brepinvna))”. 

Dentro de MSS, son definibles varios conceptos semánticos exacta- 
mente igual que en (VIII, B-C), incluyendo un concepto semántico de 
verdad. Las definiciones de “HECI1” y *HEC7” que acabamos de dar a 
modo de ejemplos, presuponen que el concepto semántico de verdad 
esté definido a partir de abstractos vacíos. 


La demostración de la coherencia relativa de MSS,, en el supuesto 
de que las reglas de la sintaxis subyacente sean coherentes, puede 


darse igual que en (IX, G). 


A trav és de esta sección no hemos hablado de otra semántica intra- 
ducente que de la formulada sobre la base de una relación de compren- 
sión; pero es obvio que podría haberse utilizado del mismo modo cual- 
quier otra formulación equivalente. 


El que el concepto de verdad para MSS, sea definible dentro de 
este mismo lenguaje puede parecer en contradicción con el resultado 
de Tarski antes mencionado, según el cual, en términos generales, el 
concepto semántico de verdad de un lenguaje no es definible dentro 
de dicho lenguaje, si éste es coherente. Pero tal resultado se refiere 
únicamente a sistemas de semántica traducente, para los cuales el 
concepto de verdad ha de ser adecuado en el sentido aproximado de 
(V, C): el razonamiento de Tarski requiere que el concepto de verdad 
de que se trate sea adecuado, como hemos visto en (V, C). Dentro de la 
semántica intraducente se abandona en cierto modo la condición 
de adecuación, de forma que, para este tipo de sistemas, no puede 
darse un paso que es esencial en el razonamiento de Tarski: no existe, 
por tanto, un auténtico conflicto entre el resultado a que aquí llegamos 
y el de este autor. 


Puesto que el concepto semántico de verdad de MSS, es definible 
dentro de su coherencia (bajo hipótesis adecuadas) puede demostrarse 
dentro de MSS, siguiendo un método análogo al de (IX, F); para esta 
demostración se hace uso de las Hipótesis específicas de la comprensión 
para MSS,, dos de las cuales hemos definido anteriormente. Esto no 
contradice en modo alguno el teorema de Gódel, mencionado en (V, 1), 
según el cual (aproximadamente) si un sistema lingilístico L dado es 
coherente, el enunciado que dice que L es coherente no es demostrable 
dentro de L: semejante enunciado es, a lo más, demostrable sólo den- 
tro de un lenguaje que contenga supuestos adicionales. En el caso de la 
demostración de coherencia para MSS, se utilizan fundamentalmente 
las hipótesis específicas de la comprensión; y los instrumentos deducti- 
vos utilizados en esta demostración son, en realidad, considerable- 
mente más poderosos que los que tendría MSS, sin tales hipótesis 
específicas. 
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Vemos que MSS, puede, en cierto modo, referirse a sí mismo sin 
peligro, en el sentido de que contiene bajo hipótesis adecuadas su pro- 
pia sintaxis y su propia semántica 1. La semántica intraducente es, 
pues, completamente general, en el sentido de que puede formularse 
apropiadamente de un modo más o menos uniforme, de suerte que 
proporcione la sintaxis y la semántica de cualquier L, incluso de ella 
misma. Dentro de la semántica intraducente logramos un metalenguaje 
semántico de primer orden, numerable y sumamente estricto, para 
todo lenguaje objeto de primer orden, cualquiera que sea su complejidad: 
conseguimos así, en parte, el objetivo propuesto en (1, H). En los dos 
capítulos siguientes daremos una ulterior simplificación de la semántica 
intraducente, en la dirección del finitismo. 


1 Para otros tipos de sistemas que contengan sus propios conceptos semánticos de 


verdad, véase F. B. FrrcH, «A Basic Logic», The Journal of Symbolic Logic 7 (1942) 
pp. 105-14; «Representations of Calculi», ¿bíd., 9 (1944), pp. 57-62; «A Minimum Cal- 
culus for Logic», ibíd., 9 (1944), pp. 89-94; «An Extension of Basic Logic», ibíd., 13 
(1948), pp. 95-106; «The Heine-Borel Theorem in Extended Basic Logic», ibíd., 14 
(1949), pp. 9-15; « A Further Consistent Extension of Basic Logic», ibíd., 15 (1950), 
pp. 209-17; «A Demonstrably Consistent Mathematics-Parts I and ID», zbtd., 15 (1950), 
pp. 17-24, y 16 (1951), pp. 121-4. Ver también su Symbolic Logic An Introduction. 
El método de Fitch impone una restricción a la negación clásica, mientras que aquí 
no hace falta restricción alguna. Ver también J. R. MyHtLL, «A System Which Can 
Define Its Own Truth», Fundamenta Mathematicae, 37 (1950), pp. 190-2. 


CAPÍTULO XI 


E OS O 


Inscripciones y denotación múltiple 


Todos los metalenguajes semánticos considerados en los capítulos 
anteriores son de carácter clásico, en el sentido de que las expresiones 
del lenguaje objeto se consideran como signos-figuras o formas (shapes). 
Desde hace algunos años existe cierto interés por la posibilidad de una 
sintaxis y una semántica inscriptivas, en las cuales las expresiones del 
lenguaje objeto fuesen consideradas exclusivamente como signos- 
sucesos o inscripciones. Este interés parece haber comenzado entre los 
lógicos polacos, pero sólo últimamente se han hecho contribuciones 
técnicas a la construcción de una teoría inscriptiva sistemática?, 


Este capítulo y el siguiente se consagrarán a formular dos meta- 
lenguajes semánticos de tipo inscriptivo. Las inscripciones o signos 
sucesos se tomarán como únicos valores para las variables representa- 
tivas de expresiones. El primer metalenguaje semántico tendrá como 
único elemento primitivo semántico una relación de denotación múlti- 
ple; este metalenguaje será parecido a MS5. El segundo metalenguaje 
inscriptivo que hemos de formular será más bien semejante a MS¿ y 
en él una relación de comprensión funcionará como único elemento 
primitivo semántico. Los lenguajes objeto L seguirán siendo del tipo 
anteriormente estudiado; pero, para simplificar, supongamos primero 
que no contienen constantes primitivas individuales ni funcionales, 
que pueden añadirse después, si se quiere, mediante unos ligeros cam- 
bios en el contenido sintáctico y semántico. 


En MS y MS¿ se admite una infinidad numerable de expresiones 
como valores para variables. Se admite que cada término primitivo 
descriptivo-estructural “pe”, “pi”, etc., representa un símbolo primitivo 
del lenguaje objeto L y que, dados dos términos descriptivo-estructu- 
rales cualesquiera, su cadena representa una expresión de L. Esta admi- 
sión declarada de una infinidad de expresiones de L está de acuerdo 
con el punto de vista clásico: puesto que las formas, como los números 
o los puntos espacio-temporales, constituyen un tipo abstracto de 


objetos que nunca se halla en la experiencia concreta, la admisión de 
una infinidad de ellos parece legítima. 


1 Véanse N. GoopmaANn y W. V. QuiNE, «Steps toward a Constructive Nomina- 


lism», The Journal of Symbolic Logic, 12 (1947), pp. 105-22; y R. M. MArTIN y J. H. 
WooDGER, «Toward an Inscriptional Semantics», ibtd., 16 (1951), pp. 191-203. 
Véase también, a este respecto, TARSKI, Der Wahrheitsbegriff, pp. 290-1 y nota 23, 
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Cuando consideramos los signos sucesos o inscripciones nos encon- 
tramos con una situación completamente diferente. En este caso los 
valores para las variables representativas de expresiones pueden consi- 
derarse apariciones efectivas, físicas o femoménicas, de determinado 
tipo, como trazos de tinta o sonidos que pueden descubrirse dentro del 
mundo espacio-temporal. Admitir explícitamente una infinidad nume- 
rable de inscripciones de L parece menos natural aquí; de hecho es 
posible que la disposición espacio-temporal del universo sea finita, de tal 
forma que pueda existir a lo sumo un número finito, aunque grande, de 
inscripciones de L; si es éste el caso, el supuesto de que exista una 
infinidad de ellas es falso. La verdadera situación es que no sabemos 
si el número de inscripciones reales es finito o infinito: querremos, por 
ello, componer una sintaxis y una semántica inscriptivas para L de un 
modo que no suponga ni lo uno ni lo otro (el negarse a admitir una 
infinidad de expresiones exige un cambio considerable en la sintaxis 
y la semántica expuestas anteriormente). 

Entendamos por inscripción de L (en términos generales) todo 
carácter tipográfico o marca de tinta de L tomada por sí misma o toda 
serie de caracteres tipográficos de L dispuestos en un orden determi- 
nado. Para explicitar este orden podemos pensar que los caracteres 
que constituyen una expresión están dispuestos consecutivamente 
como en una línea impresa. Una línea puede ser de cualquier longitud 
finita, con la única condición de que no sea demasiado larga para 
situarse dentro del mundo espacio-temporal, y dadas dos líneas cua!es- 
quiera el resultado de poner una de ellas siguiendo inmediatamente 
a la otra es también una línea, siempre que no sea demasiado larga. 
Se busca que todos los caracteres admitidos pertenecientes a un len- 
guaje objeto dado L sean del mismo cuerpo tipográfico, de forma que 
no haya que contar con diferencias importantes de tamaño. (Estas 
condiciones no son estrictamente esenciales, pero ayudan a la composi- 
ción de lugar intuitiva.) 

Las inscripciones de L han de considerarse en principio discernibles, 
en tanto que perceptibles de un modo u otro, aunque no necesaria- 
mente por cualquier persona. No se requiere que sean percibidas clara- 
mente, sin embargo: algunas de ellas podrían ser excesivamente largas. 
Se considera que las inscripciones de L son un tipo de entidades físicas 
o fenoménicas, algunas de las cuales son los trazos de tinta corrientes 
que nos muestra la experiencia, mientras que las otras son semejantes 
a estos trazos de tinta, aunque posiblemente no aparezcan en la expe- 
riencia. 

En el $ A se presentan los preliminares sintácticos de una teoría 
sistemática de las inscripciones relativa a L. En el $ B se demuestran 
algunos teoremas elementales; en el $ C se da la definición de *Fmla” 
y en el $ D la de *Teor'. En el $ E se demuestran algunos teoremas sin- 
tácticos ultertores. En el $ F se dan los fundamentos de una semántica 
inscriptiva de L basada en la denotación múltiple, incluyendo una defi- 
_nición de verdad. El $ G se consagra a la demostración de la adecuación 
de esta definición de verdad. Se da en el $ H otra definición posible 
de la verdad a partir de abstractos vacíos. Parte del contenido de este 
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capítulo y del siguiente puede parecer una repetición de lo dicho ante- 
riormente; existen, no obstante, importantes diferencias de detalle, 
por lo cual resultan imprescindibles algunas repeticiones manifiestas. 

En el capítulo XIII se darán las razones del interés filosófico de la 
sintaxis y la semántica inscriptivas, las cuales están en relación funda- 
mentalmente con el finitismo y el nominalismo. Pero las inscripciones 
tienen también interés por otros motivos. Para dar una descripción 
semántica adecuada de un lenguaje que contenga una o varias de las 
llamadas particularidades egocéntricas (palabras como “yo”, “aquí”, 
“este”, etc.) parece esencial hacer referencia a las inscripciones 1; éstas 
se hallan también en íntima relación con las teorías del conociniento 
fenomenistas, como la que presenta Goodman en The Structure of Appea- 
rance ; y, finalmente, las inscripciones son importantes en determinados 
estudios sobre lingiiística empírica ?. 

Debido a lo poco que se ha trabajado, hasta la fecha, la teoría 
inscriptiva, el contenido de este capítulo y del siguiente se propone 
aquí de un modo algo provisional. Goodman y Quine han establecido 
su fundamento sintáctico y aquí hacemos una tentativa de axiomati- 
zación, primera e imperfecta, de lo que parece ser esencialmente su 
teoría. Su trabajo consistió en una mera serie de definiciones, de suerte 
que el sistema resultante no estaba sino parcialmente formalizado 
(en el sentido del capítulo 1). Pero, puesto que los axiomas y las defi- 
niciones se hallan tan estrechamente entrelazados en todo lenguaje 
formalizado, es importante especificar aquí por completo cuáles son 
los axiomas; intentamos también construir una semántica sobre la 
base de la sintaxis. Estos capítulos contienen, por tanto, una tentativa 
de compendio del trabajo que se ha realizado hasta la fecha sobre las 
inscripciones; esperamos que sean útiles para aquellas personas que 
puedan querer perfeccionar las diversas teorías, dar axiomas que 


requieran menos medios, aclarar sus fundamentos metafísicos o epis- 
temológicos, etc. 


A. PRELIMINARES SINTÁCTICOS 


Ocupémonos primero de los reajustes sintácticos que hayan de ha- 
cerse en el contenido del capítulo 111 (reajustes que serán comunes a 
los dos metalenguajes inscriptivos que vamos a construir). Ya hemos 
indicado el más importante: a saber, que no es necesario tomar un 
número infinito de inscripciones como valores para las variables. Lla- 
maremos MI al metalenguaje inscriptivo sintáctico que vamos a 
formular ahora. 

MI es un metalenguaje de primer orden muy estricto. Sus elemen- 
tos primitivos lógicos son los mismos que antes (en 1IT), es decir, 


ed o e 


pero omitiendo “=”, por ser este símbolo definible, como veremos. 

1 Véanse, p. ej., B. RussELL, An Inquiry into Meaning and Truth (Allen and 
Unwin, London, 1940) [versión castellana, Investigación sobre el significado y la verdad, 
Losada, Buenos Aires, 1946], capítulo VII. 

2 Véanse, p. ej., N. CHOMSKY, «Systems of Syntactic Analysis», The Journal of 
Symbolic Logic, 18 (1953), pp. 242-56. 
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Como variables del metalenguaje usamos “a”, “b”, etc., con o sin pri- 
mas o subíndices numéricos. Las reglas R1-Ró6, “MP, Gen y Abs de 
(11, A y D) son las reglas lógicas de MI. 


Los lenguajes objeto L han de tomarse como en el capital 111. 
Hacemos, sin embargo, un ligero cambio en el modo de tratar la abs- 
tracción en L. En lugar de “3” escribiremos “)”, y, por tanto, 

x)A? 
en lugar de 


*x3A? 


Este empleo del paréntesis derecho aislado no dará lugar a ninguna 
confusión. En MI podemos usar “3”, pero en L usaremos “) en su lugar. 
La razón de esta ligera modificación está en relación con la existencia 
de inscripciones de L, como resultará evidente dentro de un momento. 


Veamos ahora los símbolos descriptivo-estructurales de MI. Aquí 
no podemos considerar que, por ejemplo, “pd” representa *): ello se 
debe a que hasta ahora hemos usado las comillas del modo clásico, 
según el cual el signo * *)”” representa en realidad la clase de todas las 
inscripciones cuya figura es la de un paréntesis derecho. Como ya he- 
mos indicado, estas clases no son valores para las variables de MI. 
Podríamos pensar entonces que “pd” debe representar alguna inscrip- 
ción de paréntesis derecho concreta, escogida por adelantado 'como 
típica: diríamos entonces que una inscripción a es un paréntesis de- 
recho de L si a es lo bastante parecida a pd; pero para ello necesitaría- 
mos en MI la frase “lo bastante parecido a”. Mejor que introducir esto, 
podemos considerar que “pd” y sus similares son predicados primitivos 
monádicos de MI. Puesto que “pd” ha de desempeñar el papel de pre- 
dicado primitivo, lo escribiremos con *p” mayúscula, de acuerdo con 
la convención adoptada en (UL, D): “Pd a” ha de ser significativo aquí 
y deberá leerse “la inscripción a es un paréntesis derecho”. De modo 
similar, léase 


“Pia? como “a es un paréntesis izquierdo”, 
“Uve a? como a es una uve”, 

“Tilde a? como a es una tilde”, 

tTda? como “a es un símbolo de identidad”, 
“Aca?” como a es un acento”, 

“Pe a” como “a es una pe' 


y 

“Qis a? como “a es una qis”.. 
“PP, *Pd”, ..., y “Qis” serán constantes predicativas primitivas, monádi- 
cas y descriptivo-estructurales de MI. 


Además de estas ocho constantes predicativas primitivas, necesita- 
mos el encadenamiento, así como otros dos conceptos sintácticos, Po- 
dríamos, como en M, tomar “5” como funtor primitivo; pero entonces 
supondríamos siempre que “(anb)” era un término de M1; mas supon- 
gamos que a y b son ambas inscripciones de longitud muy grande: 
¡podría suceder entonces que (a,b) fuese demasiado largo para caber 
dentro del mundo espacio-temporal! En este caso, sucedería que —(Ec) 
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(anb) = c, lo cual contradiría al teorema equivalente a T'C1 del. ca- 
pítulo 111, según el cual | E | 
| F (AE = (and). | Ene: | 
Por supuesto, no sabemos aún si el equivalente de este teorema ha de 
ser válido en MI. Pero si asumimos que toda inscripción es idéntica 
a sí misma (en un sentido que ha de definirse) y admitimos que *(a-b)' 
sea siempre un término, se sigue el equivalente de T'Cl. Luego parece 
preferible manejar el encadenamiento de otro modo. IA 
“a C b,c' expresará que la inscripción a es la cadena de las ins- 
cripciones b y c; *C” se tomará como símbolo de relación primitivo de 
MI en lugar del funtor *-”; “a C b,c” debe entenderse de forma que, 
dadas b y c como inscripciones, a se componga de b seguida de.c en 
su orientación respectiva normal. “a C b,c' no se da cuando, por ejem- 
plo, a se compone de hb seguida de la inscripción .c boca abajo. La idea 
de una orientación respectiva de b y c está contenida en el significado 
de *C”; también está implicada una noción de orden: si a C. b,c enton- 
ces =a € c,b. Pero el orden que implica el encadenamiento puede 
darse de muy variadas maneras: puede exhibirse explícitamente, como, 
por ejemplo, cuando b y c son perceptibles y contiguos de algún: modo 
en el tiempo y en el espacio; o también puede darse “a C b,c” cuando 
el orden de b y c esté simplemente descrito o sea descriptible. No. basta 
para dar una cadena con dar sus componentes: también hay que es- 
tipular o dar de un modo u otro en qué orden deben tomarse los ca- 
racteres. | 
El encadenamiento ha de entenderse también de forma que si a € b,e 
entonces b y c no tengan ningún carácter tipográfico en común (natu- 
ralmente, b y c pueden contener caracteres que sean semejantes entre 
sí, como varios Pi o Uve u otros, pero no pueden contener ambos un 
mismo carácter). Esta exigencia parece esencial si tenemos en cuenta 
que las inscripciones están dispuestas como líneas impresas: el mismo 
carácter no podría aparecer, digamos, a la vez como letra segunda y 
trigesimosegunda de una línea impresa. Se sigue de esta condición que 
no existe una cadena de un carácter consigo mismo. 


Si existe una infinidad de caracteres tipográficos de L, entonces, 
como ya hemos sugerido antes, se admite la existencia de todas las 
cadenas, cualesquiera que sean. Si existe sólo un número finito, diga- 
mos k,, entonces se admite la existencia de todas las inscripciones cuya 
longitud sea menor o igual que la de k,. En otras palabras, las cadenas 
del número (finito) de caracteres tipográficos pueden tomarse de todas 
las maneras posibles. El número de inscripciones de longitud k, es k,! 
(es decir, ky Xx (ky —1) X (k —2) Xx ... x2 Xx 1); el número de ins- 
cripciones de longitud k,— 1 es k, Xx (k—1) ... Xx ko — (ko — 1) + 
+ 1; de longitud k¿—2, ko x (k—1) Xx ... X ko — (ko — 2) + 1; 
y así sucesivamente. (k,! es el número de permutaciones de k, objetos 
tomados de k, en kg ko X (k)—1) Xx ... xk, —r-wW l es el núme- 
ro de permutaciones de k, objetos tomados de r en r, para (1 < r < k,).) 
Es obvio que el número de todas las inscripciones de L es la suma de 
estos números. El supuesto de que existan todas estas cadenas parece 
razonable cuando se reflexiona sobre la inmensa cantidad de inscrip- 


228 Verdad y denotación 


ciones de L disponibles en todo el ámbito del espacio y del tiempo, 
pasado, presente y futuro, aquí, allá y en todas partes. 

Obsérvese que, al hablar acerca de MI, hemos seguido hablando 
de la'manera clásica, esto es, considerando las expresiones de MI 
como figuras, no como inscripciones. Este modo de hablar, que hemos 
venido usando constantemente, es el habitual. Si hubiésemos de con- 
siderar las expresiones de L como inscripciones, no tendríamos la co- 
modidad, por ejemplo, de usar las clásicas comillas; pero si quisiéra- 
mos, podríamos considerar las expresiones de MI como inscripciones, 
como mostrará el contenido de este capítulo. 

Para definir los conceptos sintácticos básicos con relación a L, se 
requieren en MI dos relaciones sintácticas más como primitivas. “a 
Parte b” expresará que la inscripción a es una parte de la inscripción b, 
guardando el orden de izquierda a derecha de b. Por ejemplo, una 
inscripción como 

Qavv 

es una parte de la inscripción 
(1) (x)va—vv. 
Pero Ninguna inscripción como 
2) al 
es una parte de la inscripción (1), aun cuando todo carácter de (2) es 
semejante a un carácter de (1). 

La identidad de inscripciones es definible en términos de “Parte”: 

“a = b” abrevia “(a Parte b . b Parte a)”. 

“a Mirg b' expresará que la inscripción a es más larga que b en el sen- 
tido de que contiene un mayor número de caracteres. “Mirg' se re- 
quiere como elemento primitivo sintáctico adicional. 


- Ya se han descrito los axiomas lógicos de MI. Las Reglas de sintaxis 
de MI comprenden adaptaciones de RSin1-RSin3 de M, junto con 
reglas de existencia, reglas acerca de Parte y Mirg y una especie de 
regla de inducción. 

Las primeras reglas son reglas de existencia, que estipulan que se 
pone de al menos tal y tal número de Pi, Pd, etc. 

“RSinInla. + (Ea,) Ea,)... (Ea lPia, . Piaz. ... . Pia, . a, + 
az! : 4 + 9. a a,), siendo n = k, 
y k, vel número de Pi si existe sólo un número finito de ellos, o n = 1, 
dl ¿Li si su número es infinito. 

Se admiten reglas análogas referentes a Pd, Uve, Tilde, etc. Pode- 
mos llamarlas RSinIn1b-RSinIn1h, respectivamente. k, es el número 
de Pd, k, el de Uve, etc., si este número es finito (podemos considerar 
que estos números, incluyendo a k,, son muy elevados, si bien finitos); 
ky, el número total de caracteres de L, es, pues, precisamente la suma 
de ki, ..., kg: Naturalmente, no seremos nunca capaces de dar ver- 
daderos valores numéricos a k,, etc.; para los fines que nos proponemos 
basta con que sean lo bastante elevados. 

Podríamos querer también dar reglas según las cuales existieran a 
lo sumo k, Pi, k, Pd y así sucesivamente, si existe sólo un número 
finito de cada uno de éstos; pero semejantes reglas no son necesarias 
para lo que nos proponemos ahora. 
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La regla siguiente enuncia que ningún Pi es una Tilde, ninguna 
Uve es una Tilde, etc. 

RSinIn2. + (al(-(Pd a . Pia). —(Pda . Uvea) . (Pda. 
Tilde a) . ... . «(Ay a . Qis a)). | 

El concepto de carácter tipográfico de L puede definirse del modo 
siguiente: 

“Car a? abrevia (Pia .v.Pda.v.Uvea. v. Tildea.v. Ida. 
v.Aca.v.Pea.v. Qis a). 
La siguiente regla estipula que ningún carácter es una cadena: 

RSinIn3. FCara. DD .-(Ebl(Eo)]aC b,c. 

La regla siguiente da las circunstancias en las cuales dos cadenas 
son idénticas. Esta ley es análoga a RSin3 de M. 

RSinIn4. +a'Cab.dCed:D:a=d.=.(a=c.b=d:v: 
(Ed(bCed.cCajse:v:aCce. dC e,b)). 

Tenemos también las siguientes reglas referentes a las relaciones 
Mirg, Parte y C. 

RSinIn5. FaParteb.= .(c)(c Partea . > . e Parte b). 

RSinIn6. +FaMirgb.bMirgc: > :a Mirgc. 

RSinIn7. + —aMirg a. | 

RSinIn8. +raParteb:>:bPartea.v. bMirg a. 

RSinIn9a. +a=b.aMirgc: > :bMirgc. 

RSinIn9b. ta=b.cMirga: > :c Mlrg b. 

RSinIn9c. +ra=b.aCcd:>:bCcd. 

RSinIn9d. Fa=b.cCad:D:cCbd.d. 

RSinIn9. +ta=b.cCdja: > :cCd,b. 

RSinIn10. +cCbre.>.-aCc,b. 

RSinInl1l. +taCb,re:>:bPartea . c Parte a . —a Parte b . 
—a Parte c. 


RSinIn12. FaCb,c: > :aMirgb.aMirgc. 

RSinIn13. F+aCb,e.dParteb: D : -d Parte c. 

RSinIn14. FCara. >. —(Ebja Mirg b. 

RSinIn15. + Cara. bPartea: > :a Parte b?. 

Todas estas reglas parecen bastante naturales y ayudan a dejar claros 
algunos de los puntos comentados antes sin formalizar. 

Resulta conveniente disponer también de relaciones de encadena- 
miento de grado superior, definibles del siguiente modo: 

“aC b,erd” abrevia (Ee)(a C b,e . e Cc,d), 

“a € b,c,d,e” abrevia (Ea”)(a C b,a' . a' C c,d,e)”, 

y así sucesivamente. 

Podemos ahora explicitar los supuestos referentes a la existencia 
de cadenas. Sea (como antes) k, el número de caracteres tipográficos 
de L, si es finito; la regla siguiente, o Regla de existencia, estipula que 
existen todas las cadenas posibles de estos k, caracteres. 


RSinIn16. +FCara, . Caraz. ....Cara, .04 +0,.04,+4.... 
O FO. a Ego... a E ao ceo. OA E 0143 0D 3 (Eb)bC 
Qj,...,%, . (Eb)b C a,,a,,4z,. . On - (ED)b C a,,03,0), . . .14n) » .«. + (Eb) 


Az A r—19 ra ¿Qy» 


1 La forma de esta regla fue sugerida por Mr. ANDREw WeEsSEL. 
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Debe entenderse que la conclusión de esta regla contiene, para un n 
dado, precisamente n! términos conyuntivos distintos, cada uno de los 
cuales enuncia que existe una cadena de los n caracteres tomados en 
uno de los órdenes posibles. Si k, es realmente el número de caracteres 
tipográficos de L, entonces n ha de ser sucesivamente 2, 3, ..., kp. 
Pero si existe una infinidad de caracteres, n ha de ser sucesivamente 
2, 3, ..., de forma que en este caso se admita la existencia de todas 
las posibles cadenas de longitud finita. 


Antes de establecer la próxima regla, una Regla de do conviene 
introducir la definición que sigue. Sea *S” con un subíndice numérico 
el signo que represente cualquiera de los predicados primitivos descrip- 
tivo-estructurales, es decir, “Pi”, “Pd”, “Uve”, *“Tilde”, *Ac”, “Id”, *Pe” o 
*Qis”. Se define entonces 

“(S,S7. . .5,) a” como una abreviación de “(Eb,)(Eb,)...(Eb,)(S, b, - 
Si Das 2. Das O Dio 0) (Ms 2,3,. . ., ko, 0 n a dicas) 
Según esta definición, por ejemplo, o 

*“(Qis Ac Qis Tilde Pd) a” 

expresa que a se compone de una Qis encadenada a un Ac, a otra 
Qis, a una Tilde y, por último, a un Pd. Gracias a esta definición se 
puede especificar de un modo conveniente la figura de las cadenas 
largas. En lo sucesivo podemos hacer que *X”, con o sin primas o sub- 
índices numéricos, designe cualquiera de los predicados primitivos des- 
criptivo-estructurales o cualquiera de los predicados que introduce esta 
definición. Llamaremos a estos predicados predicados de figuras, porque 
especifican figuras. Hablaremos también de la longitud de X de un 
modo claro: por ejemplo, 


“(Qis Ac Qis Tilde Pd)” 


es de longitud 5 y, en general, 
(SS, . - 9,1) 
es de longitud n. Admitimos aquí, como antes para RSinIn16, que k, 
es el número total de caracteres tipográficos de L, en caso de que este 
número sea finito; si esto sucede, haremos poco uso de los predicados 
de figuras de longitud mayor que k,. Si, en cambio, el número de carac- 
teres tipográficos de L es infinito, entonces n es aquí sucesivamente 
2, 3, 4, etc., de forma que queden definidos los predicados de figuras 
de todas las longitudes finitas. 


La Regla de figuras, que es una especie de regla de inducción aná- 


loga a RSin4 de (111, B), puede leerse ahora así: 


RSin17.. Sib (a(X a . > . FE a), para todos los predicados de 
figuras X de longitud < k, (siendo k, igual que antes), o para todos 
los predicados de figuras Xx cualesquiera, entonces + (aja. 

Esta regla establece que, si podemos demostrar que todas las inscrip- 
ciones que tienen una figura dada tienen una propiedad dada y pode- 
mos demostrar esto para todos los predicados de figuras (en caso de 
que su número sea finito) de longitud < kh, entonces podemos de- 
mostrar que esta propiedad es atribuible a todas las inscripciones. Si 
de hecho existe una infinidad de inscripciones, entonces ésta es una 
regla de inducción infinita; en caso contrario, esta regla es una especie 
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de regla de enumeración que nos permite inferir, a partir de un número 
finito de enunciados, un enunciado general acerca de todas las inscrip- 
ciones, cualesquiera que sean. 


B. ALGUNOS TEOREMAS ELEMENTALES 


Demostramos ahora algunos teoremas elementales de la sintaxis ins- 
criptiva. 


En primer lugar, tenemos por RSinIn5 que 


T Bla. lA a Parte a, 


TB1b. FaParteb.bPartec: D :a Parte c. 
Usando estos teoremas podemos ir estableciendo poco a poco los te: - 
remas básicos de la identidad. 

TB2a. Fa=b.aPartec: D : Partec, 
as 

TB2b. rFa=b.cPartea: D :c Parte b. 
También 

TB3a. Fa=a, 

TB3b. Fta=b.D.b=a, 
E . | | 
TB4. t+a=b.b=c:D:a=cC. 
De aquí, por RSinIn9a-RSinIn9e, utilizando la inducción en el meta- 
lenguaje (de MI), | : 

TB5. ta=b.Fa:D:F0b. 

También, por RSinIn4, tenemos inmediatamente la ley asociat: va 
para. el encadenamiento. 

TB6. FcCLase.bCejd. Cab. da Ccd:D:a =d'. 
Aplicando RSinInll, 

TB7. FaCde:D:a=b.-a=c. 
También, según RSinIn13, 

TB8. FaCb,e. >. -(Ed)(d Parte b . d Parte c). 
Luego también 

TB9. FaCb,e.>.-b=c. 
Por TB9 y TB7, tenemos que 

TBI0. F-aCb,b.-aCa,b.-aC ba. 

Una consecuencia inmediata de RSinIn4 es la ley de unicidad para 
el encadenamiento. 

TBll. FaCbe.dCbe:D:a=d. 

No asumimos la ley de existencia, según la cual 

(aJ(bXEc)c C a,b, 

ni tampoco su negación: podría suceder que hubiese inscripciones bas- 


tantes para justificar esta ley, pero no admitimos este supuesto. 
Otra forma de RSin10 es 


TB12. FaCdjre.dCcb:>o:-a= d. 
En vista de RSinIn15, tenemos que 
TBl3a. F+FPia.bPartea: D:Pi db, 
TBI13b. FPda.bParea: D :Pd ob, 


y así sucesivamente. 
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Nos ocuparemos ahora de algunas definiciones de la sintaxis ims- 
criptiva análogas a las de (III, D). Estas definiciones son preparatorias 
para la del concepto de fórmula. 

“a Inl b” y a Acab b” pueden definirse como en (III, D), pero sus- 
tituyendo respectivamente las expresiones “b= (anc) y “b= (cra) 
de los definientia por “b C asc y *b C c,a”; pero “a Ini 6” debe leerse aquí 
“la inscripción a inicia la inscripción b”, y análogamento ocurrirá con 
las otras relaciones. También “a Seg b* es definible aquí como (III, D): 
ad viértase que “a Seg b” significa que a es una parte continua de b, 
mientras que 'a Parte b” se verifica aun cuando a esté formada por 
fragmentos dispersos de b. Si a Seg b entonces a Parte b para todo a 
y para todo b, pero no a la inversa. 


El concepto de sarta de acentos es definible aquí esencialmente lo 

mismo que en M. 
“SartaAc a” abrevia “(b)(Car b . b Partea: ) : Ac b). 

Una inscripción a es una variable de L si y sólo si es una Qis o una 
Qis seguida de una SartaAc. 

“Vbl a? abrevia “(Qis a . v . (Eb)(Ec)(Qis b . SartaAcc . aC b,0)y. 
El concepto de constante predicado primitiva de L puede definirse 
esencialmente como en el capítulo III. 


“ConsPredPrim a” abrevia “(Pe a . v . (Eb(Ecl(Ed)|(Ee)(Ea”)(Pe b 

«Acc. Acd. Ace. Aca':aCbe.v.aCbied.v.aCb,c.d,e. v . 
a C b.c,d.e,a'))”. 
Esta definición y la siguiente presuponen, como en el capítulo 1II, 
que L contiene justamente cinco constantes predicado primitivas y que 
“P” es de grado 1, *P”” de grado 2, *P”” de grado 3, *P””” de grado 4 
y *P””” de grado 5. 

El concepto de Jórmula atómica de L es también fácilmente definible. 

“FmlaAt a” abrevia (Eb(Ec|(Ed)|(Ee)|(Ea” (Eb) (EcH)(Ed' Le" He 
(Eb'5(VbI b. Vblc . Vbld . Vble. Vbla” . 1d b'. Pec” . Acd'. Ace! . 
Aca” .Acb":aCdb,b',c.v.aCc,b.v. aCcd.be .v. aCe d'.e”, 
b.c.d . v.aCGc,d.e,a”,b,cd,e. v . a Cc,dye”.a”,b”.,b,c.d,e,a”y. 


La etapa siguiente en la construcción de la sintaxis inscriptiva es la 
definición del concepto de fórmula, como podrían hacer esperar las 
consideraciones del capítulo 111. Surge espontáneamente la idea de 
utilizar el método de ingredientes enmarcados; pero no damos cabida 
aquí a expresiones de todas las longitudes finitas (recordemos que, 
según el método de los ingredientes enmarcados, una expresión « 
es una fórmula si y sólo si existe una expresión b de la cual a es un 
ingrediente enmarcado y tal que todo ingrediente enmarcado de b 
sea o bien una fórmula atómica o bien la negación o el resultado de la 
cuantificación, o, etc., de ingredientes anteriores de b). Supongamos que 
a sea una fórmula de gran longitud: al tomar las expresiones como 
inscripciones, para una a lo bastante larga podría no existir ninguna 


1 El contenido de los $3 C-D debe todos sus aspectos esenciales a GOODMAN y 
QuinNeE (op. cit.). | ES 
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inscripción b del tipo que requiere esta definición; por este motivo, el 
método de los ingredientes enmarcados no da resultado cuando toma- 
mos las expresiones como inscripciones. Luego hemos de definir el 
concepto de fórmula de algún otro modo: para ello hacen falta algunas 
cuantas definiciones preliminares más. 

Dos inscripciones a y b son de igual longitud si y sólo si ninguna de 
ellas es más larga que la otra. 

“a lgLng b” abrevia (—a Mirg b . —b Mirg a)”. 
Dos inscripciones a y b son semejantes o parecidas entre sí, si y sólo si 
son de igual longitud y tales que, para dos inscripciones de igual lon- 
gitud cualesquiera c y d, si c inicia a y d inicia b, entonces c y d acaban 
ambos en Pi, Pd, Uve, Tilde, etc. 

“a Sem b” abrevia (a IgLng b . (c) (d) (cTglngd.cInia.dInib:>: 
(Ee) (Ee”) (e Acab c . e” Acabd . (Pie. Pie' :v: Pde. Pd e' :v: Uvee . 
Uve e” :v: Tilde e . Tilde e' :v: Ace . Ace' :v: Ide . Id e' :v: Pee . Pe e 
:v: Qis e . Qis e')))). 

Una inscripción a es una cuantificación de b si y sólo si a se compone 
de un cuantificador universal prefijado a b. 

“a Cuant b* abrevia “(Ec) Ed) (Ee) (Pic . Vbl d. Pde. aC c,d,e,b)”. 
Este concepto es análogo al definido en (III, D), pero aquí usamos 
“Cuant* en lugar de “Gen”: “Gen” se reserva para otro uso más adelante. 

Una inscripción a es una negación de b si y sólo si a se compone de 
una Tilde prefijada a b. 

“a N b” abrevia (Ec) (Tilde c . a C c,b)y. 
Y a es una disyunción de b y c cuando a se compone de un Pi encadenado 
a a encadenado a Uve, luego a b y, por último, a un Pd. 

“a D b,c” abrevia (Ed) (Ee) (Ea”) (Pid . Uvee . Pda' . aC d,b,e,c,a”)”. 

Para la definición de fórmula que hemos de dar necesitamos un 
concepto algo más estricto que el de D. Es necesario exigir, no sólo que 
a D b,c, sino también que la Uve que esta relación implica sea el prin- 
cipal signo conectivo de a y que los paréntesis iniciales y finales de a 
sean simétricos. En otras palabras, debemos exigir también que b y e 
contengan exactamente tantos paréntesis izquierdos como derechos 
y que esto no sea verdadero de ninguna inscripción (que no sea a) 
que inicie a. 

En primer lugar, por tanto, necesitamos el concepto de contener 
tantos paréntesis izquierdos como derechos. ¿En qué circunstancias una 
inscripción a tendrá esta propiedad? Si a no contiene ningún paréntesis, 
la tendrá; y también la tendrá si separamos la parte de a que contenga 
sólo paréntesis izquierdos (dispersos) y la parte que contenga sólo 
paréntesis derechos y exigimos que ambas partes sean de igual longitud. 

“IgPar a” abrevia “(—(Eb) (b Seg a : Pi b .v. Pd b) .v. (Eb) (Ec) (b 
IgLng c . (d) (Card .>. (Pid . d Seg a :=: d Seg b)) . (d) (Card .>. 
(Pd d . d Seg a :=: d Seg c))). 

Podemos ahora decir que una inscripción a es una disyunción de b y c 
en sentido estricto siempre que b y c tengan ambos la propiedad IgPar, 
que no existan e y d tales que IgPar d y a C d,e (es decir, que ningún 
segmento inicial de a distinto de a tenga la propiedad IgPar) y que a 
D b,c. | o 
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“a D, b,c” abrevia “(IgPar b . IgPar c . —(Ed) (Ee) (IgPard . a € 
d,e) . a D b,c). 

Se dice también que una inscripción a resulta de b por abstracción 
como sigue: 

“a Abst b” abrevia (Ec) (Ed) (Ee) (Vblc . Vbld . Pde. aC c,e,b,d)”. 


Recordemos que estamos escribiendo los abstractos en L empleando 
“y en lugar de “3”. Luego a resulta de b por abstracción si a se compone 
de una variable seguida de un paréntesis derecho seguido de b seguido 
de una variable. 


Podemos ahora definir el concepto de fórmula en dos etapas. En 
primer lugar, una casi-fórmula a es una fórmula atómica, una disyunción 
en sentido estricto de ciertos b y c, una negación o una cuantificación 
de determinado bh o resulta por abstracción de determinado b. 


- “*CasiFmla a” abrevia ((FmlaAt a .v. (Eb) (Ec) (a D, b,c .v. a N b 
.V. 4 Cuant b .v. a Abst b)). 
Entonces una fórmula a es una casi-fórmula en la cual: cada disyunción 
(en sentido estricto) contenida en a tiene por (sus dos) componentes o 
miembros casi-fórmulas, cada negación contenida en a es la negación 
de una casi-fórmula, cada cuantificación contenida en a es el resultado 
de la cuantificación de una casi-fórmula y, para todo b y para todo c, 
si b está contenida en a y resulta de c por abstracción, entonces c es 
una casi-fórmula. 


.  *Fmla a” abrevia “(CasiFmla a . (b) (c) (d) (b Dz c,d . b Seg a:>: 
CasiFmla c . CasiFmla d) . (b) (c) ((b Nc .v. b Guante .v. b Abst c) . 
b Seg a :D: CasiFmla c)). 


No todas las casi-fórmulas son fórmulas, porque, por ejemplo, no es 
“necesario. que los miembros de las disyunciones y negaciones sean 
fórmulas; pero las fórmulas en el sentido aquí dado comprenden precisa- 
mente las inscripciones que pretendemos. Véamoslo. En primer lugar, 
una fórmula a ha de ser una casi-fórmula. Exigimos, además, que los 
miembros disyuntivos de toda disyunción (estricta) que sea un seg- 
mento de a sean también casi-fórmulas: partiendo del miembro dis- 
yuntivo más largo que sea un segmento de a, sus dos miembros disyun- 
tivos han de ser casi-fórmulas; si alguno de los dos componentes es, 
a su vez, una disyunción, sus dos miembros disyuntivos han de ser 
casi-fórmulas, y así sucesivamente. Y lo mismo para las negaciones, las 
cuantificaciones o las abstracciones. Podemos continuar de este modo 
hasta que lleguemos a fórmulas atómicas. Luego una fórmula en el 
sentido definido es una fórmula en el sentido intuitivo de poder construir- 
se a partir de fórmulas atómicas por medio de un número finito de 
etapas de negación, disyunción, cuantificación universal o abstracción. 


Indiquemos por qué necesitamos D, en vez de D en las definicio- 
nes de “CasiFmla* y “Fmla”. Supongamos que A, B y (€ sean realmente 
formas de fórmulas atómicas. Entonces, por ejemplo, desearíamos que 
una inscripción de la forma 


(1) “((A v B) v C) 


fuese una fórmula. Pero observemos que una inscripción de esta forma 
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es en realidad la ceyunción (en el vago sentido de D) de una inscripción 
de la forma 

(A? 

con una de la forma 


“B) y C>. 


Pero ninguno de estos componentes es a su vez una casi-fórmula. 
Por lo tanto, si usamos “D” en lugar de “Dz? en las definiciones de *Casi- 
Fmla* y *“Fmla”, las inscripciones de la forma (1) dejarían de ser fór- 
mulas. (*A”, etc., se usan aquí en el sentido del capítulo 11.) 

También será necesaria la siguiente abreviación: 

“a Cy b,c” abrevia (Ed) (Ee) (Ea) (4 N b.eNc.a' D, d,e. a Na”). 
“a Cz b,c” guarda con la conyunción la misma relación que a D, b,c” 
con la disyunción. 


D. DEFINICIÓN DE “TrEor? 


Damos ahora una definición del concepto de teorema. Tampoco 
aquí podemos hacer uso del método de ingredientes enmarcados, por 
razones parecidas a las que impidieron su empleo en la definición de 
*Fmla”: si hubiésemos de definir “Teor a? para expresar que existe una 
inscripción b de la cual a (o una inscripción semejante a a) es un ingre- 
diente enmarcado, cada ingrediente enmarcado del cual o es un axioma 
o puede obtenerse a partir de ingredientes enmarcados anteriores por 
medio de una de las reglas de deducción, necesitaríamos que dado el a 
apropiado existiese siempre tal b. El concepto de teorema puede, sin 
embargo, definirse de otro modo, como vamos a ver. 

Necesitamos primero el concepto de axioma, que es definible me- 
diante una adaptación del método del capítulo 111. Para ello introdu- 
cimos una abreviación: 

“a CM b,c” abrevia “(Ed) (d N b . a D, d.c). 
Una inscripción a es un condicional material de b y c si y sólo si existe 
una inscripción d que sea una negación de b, y a es una disyunción estricta 
de d y c. Podemos definir ahora lo que significa decir que una inscripción 
a es un axioma de funciones veritativas del primer tipo. 

AXFVI a” abrevia (Eb) (Ec) (Ed) (Ea”) (Fmla b . bSemc . c Sem 
d . a” Dz b,c. a CM a, d). 

De un modo parecido se definen “AxFV2 a”, “AxFV3 a, y “AxFV4 a”. 

Antes de definir el concepto de axioma de cuantificación, nos hace 
falta definir los de variable libre de y sustitución. 

Una variable a es una variable libre de una inscripción b si y sólo si 
a es un segmento de b que no va seguido en b de ningún acento adicional 
y es tal que a no aparece en (no es un segmento de) ningún segmento de 
b que se componga de una fórmula a la cual esté prefijado un cuantifi- 
<ador compuesto por un Pi, una variable semejante a a y un Pd. 

“a VLb b” abrevia *(Vbl a . a Seg b . (c) (d) (Acd . eL ad:D: =c 
a b) . (a') de dd Sl (e”) (Pi a” . a Sem b' . Pdc ., Fmlad' . e C 


a',b Led . € Seg b :D: —a Seg e”))”. 
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El concepto de sustitución fue definido en el capítulo 111 usando el 
método de ingredientes enmarcados; no disponemos aquí de este mé-- 
todo por razones que ya hemos indicado. Queremos definir lo que sig- 
nifica decir que una fórmula a difiere de una fórmula d sólo en que: 
contiene variables libres semejantes a b allí donde d contiene variables 
libres semejantes a c. Es evidente que a y d guardarán entre sí esta 
relación si exigimos que cierta inscripción que resulte de d por supre-- 
sión de todas las variables libres semejantes a c sea semejante a deter-- 
minada inscripción que resulte de a por supresión de algunas variables 
libres semejantes a b. De aquí que 


“a SLb? d* abrevia “((Fmla a . Fmla d . Vbl b. Vblce . (Ea”) (Ed 
(a' Sem b' . (c') (Car c* :5: ((d”) (d' Sem c . d' VLb d : >: =c' Seg d') . 
c” Seg d :=: c' Seg b')) . (c') (Car c” . (d') (d* Sem b . d' VLba :>: 
=c' Seg d') :D: (c” Seg a .=. c' Seg a')))))”. 

Podemos definir ahora el que una inscripción sea un AxCuantl. 

*AxCuantl a” abrevia (Eb) (Ec) (Ed) (Ee) (Ea”) (Eb”) (Ec”) (Ec””) (Pi 
a” .Pdb'.dCa',c,b',b.c Sem c. e SLb;" b . a CM d,e)”. 

De un modo análogo pueden definirse “AxCuant2 a”, *AxIdl a* y *AxId2 
a”; las definiciones son parecidas a las del capítulo 111. Aún hay que: 
hacer un ligero cambio en la definición de axioma de abstracción,. 
“AxAbst a”, debido al empleo de *) en L en lugar de “3”. Entonces el 
concepto de axioma lógico de L puede definirse esencialmente lo mismo- 
que en (III, E): 

“AxLog a” abrevia (AxFVl a .v..... v. AxAbst a)”. 

De un modo parecido puede definirse el concepto de axioma no lógico: 
o descriptivo de L. *Ax a” simbolizará, pues, que a es un axioma lógico: 
o un axioma no lógico de L. 

Una inscripción a es una consecuencia inmediata de unas inscrip- 
ciones b y c si puede obtenerse a partir de b y c mediante aplicación del 
Modus Ponens o a partir de b mediante la Regla de generalización. 
Luego, 

; “a CI b,c* abrevia “(a MP b,c .v. a Gen b)”. 


en donde 


“a MP b,c' abrevia (Ed) (Ee) (Ea”) (a Sem d . c Sem e . b Sem a” 
: a” CM ed .v. e CM d,d), 
y 
“a Gen b” abrevia (Ec) (c Cuant b . a Sem c)”. 
Estos conceptos son parecidos a los correspondientes del capítulo 111,. 
pero con cláusulas adicionales referentes a la semejanza. 


Recordamos que una demostración es, en general, una serie de fórmu- 
las tales que cada una de ellas o es un axioma o puede obtenerse a 
partir de fórmulas anteriores por medio de las reglas de deducción: 
diremos que cada una de estas fórmulas es una etapa. Una demostra- 
ción será habitualmente una inscripción compuesta de varias etapas. 
Digamos, con más precisión, que a es una etapa de b, siendo a y b: 
inscripciones cualesquiera, siempre que a sea una fórmula y una parte 
de b y siempre que a no sea parte de ninguna otra fórmula que a su 
vez sea parte de b. 
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“a Etapa b* abrevia *((c) (Fmla c . a Parte c . c Parte b:>:a= 0). 
Fmla a . a Parte b). 
Decir que a no es parte de ninguna otra fórmula que sea parte de b es 
«lecir, evidentemente, que toda fórmula c de la cual a sea parte y que 
sea parte de b será idéntica a a. Dado el concepto de etapa, podemos 
entrar en el de demostración. | 

Consideremos cualquier inscripción b que contenga como partes 
algunas etapas de una inscripción a (ninguna de las cuales será un 
axioma); sea entonces alguna etapa de a (que sea parte de b) consecuencia 
inmediata de etapas de a que no sean partes de b; si, dado a, esto es 
válido para todo b cualquiera que sea, podemos decir que la inscrip- 
ción 4 es una demostración. 

“Dems a abrevia “(b)((Ec)(c Etapa a . c Parte b) . (c) (Ax c. c Etapa a 
2D: =c Parte b) :>: (Ec)(Ed)(Ee)(c Etapa a . c Parte b . d Etapa a . 
—d Parte b . e Etapa a . —e Parte b . c Cl d,e))”. 


Hemos de indicar ahora que una demostración a en este sentido es de 
hecho una demostración en el sentido del capítulo TIT, según el cual 
una demostración es una serie de fórmulas d,, . . . ,d,, cada una de las 
<uales o bien es un axioma o bien puede obtenerse a partir de etapas 
anteriores por medio de una regla de deducción. A fin de 'ver tal cosa 
mostraremos primero que si a es una demostración en el sentido de esta 
definición, entonces puede especificarse un orden en las etapas de a 
tal que cada etapa sea un axioma o una consecuencia inmediata de 
etapas anteriores. Dado a, separamos ante todo aquellas etapas de a 
que son axiomas; supongamos que éstas son d,, . . . , d¿. Considere- 
mos: ahora una parte b de a que se componga de todas las etapas de a 
excepto d,, . . . ,d,; si a es una demostración, esta parte b contendrá 
ana etapa que será una consecuencia inmediata de las etapas de a 
exteriores a b: llamemos d,+, a esta etapa. Consideremos después 
otra parte c de a compuesta de todas las etapas de a excepto d,, ..., 
d,+,3 esta parte contendrá, asimismo, una etapa que será consecuencia 
inmediata de las etapas de a exteriores a hb: llamemos a esta etapa d,+2. 
Y continuemos la operación hasta agotar todas las etapas de a: de 
este modo logramos una serie de fórmulas d,,. . .,di . . .,d, que 
<onstituye una demostración en sentido intuitivo. EN 

Ahora, inversamente, supongamos que tenemos una serie de fór- 
mulas d,.. . .,d, que constituya una demostración en sentido in- 
tuitivo, en la cual cada fórmula de d,, . . .,d, sea una etapa de a. 
Podemos mostrar entonces que a es una demostración en el sentido de 
la definición dada del modo siguiente. Consideremos una inscripción 
cualquiera b que contenga algunas etapas de a, ninguna de las cuales 
sea un axioma. De entre estas etapas de a que son partes de b escojamos 
la primera en el orden que hemos supuesto; suponiendo que es d,, d, 
«Jlebe ser (puesto que d,,. . .,d, constituye una demostración en 
sentido intuitivo) o bien un axioma o bien una consecuencia inmediata 
de las etapas anteriores. Pero no es un axioma, por estar contenida en 
b; luego d, es una consecuencia inmediata de etapas de a no incluidas 
en b. Por tanto, b contiene por lo menos una etapa de a que es conse- 
cuencia inmediata de etapas de a exteriores a b. Vemos así que a debe 
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ser una demostración en el sentido de la definición, por ser b cualquier 
inscripción de L que contenga algunas etapas de a, pero de las cuales 
ninguna sea un axioma. 

A base de este concepto de demostración, podemos definir el con- 
cepto de “Teor” del siguiente modo: 

“Teor a? abrevia (Eb) (a Etapa b . Dems b)”. 
De forma que una inscripción a es un teorema si y sólo si es una apa 
de alguna demostración. 

De un modo parecido podemos definir el concepto de “TeorLog a”, 
alterando la definición de “Dems a* de forma que sólo incluya axiomas 
lógicos. 

También podemos dar por definidos cualesquiera otros conceptos 
sintácticos que puedan ser necesarios. En particular, “Prop a”, “Func- 
PropUna a,b”, *ConsPred a” *PropUnivAt a”, *PropUniv a”, ete., han 
de definirse ahora de modo esencialmente igual que en (111, F), con sólo 
los ligeros cambios necesarios. Por ejemplo, a es ahora una función 
proposicional de la variable única b si y sólo si a es una fórmula y b 
una variable, cuando b es una variable libre de a entonces toda variable 
libre de a es semejante a b, y cuando b no es una variable libre de «e 
entonces a no contiene ninguna variable libre. También establecemos 

ue o 
A “SartaCuant a” abrevia aquí “((Eb) (Ec) (Pi b . Pd c . (Ed)a C 
b.d,c . (010) d)(Pi b”. Pd d'. aC ita .a' Sega: D: Vblce' .v. 
e lEe(Pd e” . Pie” .e Cese e” . € Seg c'))) . (b)(cj(d) (Pi b . Pd e 

dCbje:r>: —d Seg a)”. 

“a Clau b' y “a Clau” b” pueden definirse después del mismo modo, € en lo 
esencial, que en (III, F). 


E. ALGUNOS TEOREMAS ULTERIORES 


Antes de entrar en la semántica inscriptiva nos detenemos para 
indicar, sin dar demostraciones, unos cuantos teoremas sintácticos más. 

Observamos primero que pueden demostrarse en la sintaxis inscrip- 
tiva teoremas análogos a los de (11I, C), que enuncian propiedades 
elementales de la operación clásica de encadenamiento. Ya hemos de- 
mostrado en el $ B algunos de estos teoremas; en este parágrafo expon- 
dremos unos cuantos más, así como algunos teoremas que no tienen 
equivalentes directos -en la teoría clásica. 

Tenemos primero una regla de inducción análoga a 'T'C3a (1D). 

TEI. Si + (a) (Cara.D.Fa).(aA(b(cC(Fb.Fc.aCb,c: O :Fa), 
entonces + (a) E a. 
(“F” se utiliza aquí, como siempre, en el sentido de (11, D).) La demostra- 
ción se basa en RSinIn17. Tenemos después unos cuantos teoremas 
referentes a los conceptos definidos en los 88 C-D. 

TE2a. + aSegb. >. a Parte b. 

TE2b. + —(aj(b)l(a Parte b. > . a Seg b). 

TEZ2c. + a Seg a. 

TE2d. + aSeg b. bSegc: D :a Seg c. 
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TEJ3a. + IgPar a . IgParb.(cD a,b .v. c Na .v. c Cuant a) :D: 
lgPar c. E 

TE3b. + IgPar b . a Abst b :D: —IgPar a. 

TE4a. + Fmla a . Fmlab.cDa,b.dD, a,b :D: cc Sem d. 

TE4b. + Axa .. Fmla a. 

TE4c. + Fmla a . Fmla b. c Cl a,b :>: Fmla c. 

Tenemos también los siguientes teoremas referentes a la do Mi 

TE5a. + a Sem a. 

TE5b. Fa Sem b . bSemc:>):a Sem c. 

TE5c. Fa Sem b.>. b Sem a. 

TE5d. FaSemb.cCa,e. dC b,e : 3: c Sem d. 

TE5e. FaSemb.cCea.dCeb:>:c Sem d. 

TE5f. Fa'Ca,bb.d'Ccd.aSemc. bSemd: >: a Sem d'. A 

TE5g. Fa'Ca,b . d'Ccd. (EelEe”)(Ea'”(Ed'5(e Sem e” . a Sem 
a” .dSemd” .bCed”.cCa”e):D:a Sem d'. | 

TE5h. Fa'Ca,b . d'Cc,d:D:a' Sem d' .=. ((aSemc. bSem d) .v. 
(Ee)(Ee)(Ea')(Ed')(e Sem e' . aSema” .d Sem d”.bGCejd”.cCa”,e”) 
.V. (Ee)(Ee)(Eb")(Ec'5)(e Sem e” . bSem b” . cSemc” .aCc”e. dC 
e',b'”). , 


TE5t. Fa Sem b.. Fmla a :>: Fmla b. 

TE5j]. Fa Sem b . Teor a :>: Teor b. e 

Un principio muy importante es el siguiente, cuyo papel en ela 
sintaxis inscriptiva es algo parecido al de la Regla de ingredientes en- 
marcados (764 de (1III)) en la sintaxis clásica. Este principio, llamado 
Regla de demostración, establece que si, (i) a es una etapa de determinada 
demostración b, (ii) todo axioma de L tiene determinada propiedad 
y (iii) esta propiedad está incluida en la relación de consecuencia inme- 
diata, entonces a tiene también esta propiedad. 

TE6. + a Etapa b . Dems db. (c(Axc .. Fc). (c)(d)(e) (Fe Cc. 
Fd.eClcd:0:Fe:o:Fa. 

TE6 se demuestra apoyándose principalmente RSinInl?7. 


También tenemos los siguientes teoremas, que pueden ser útiles 
más adelante: 


TE7a. + Teor a .. Fmla a. 

TE7b. F Teora . Teorb.cCla.b:>: Teor c. 

TE8a. + PropUnivAt a .D. (Eb (E0)YPi b . a C b,c). 

TE8b. + Prop a :>: PropUnivAt a .v. (Eb)(Prop b.aN b) .v. 
(Eb (Ec)(Prop b.. Prop c . a D, b,c). 

TE8c. + Prop a . a D, be :D: Prop b . Prop c. 


F. DENOTACIÓN MÚLTIPLE Y VERDAD ! 


Nos ocuparemos ahora de los metalenguajes inscriptivos semánticos 
que presuponen MÍ como parte sintáctica. Llamaremos MSI; al pri- 
mer metalenguaje semántico de L: se tomará como único elemento 


1 El contenido de los $$ F-G sigue en lo esencial a MARTIN y WOODGER, Op. cit. 
Pero aquí no se supone la existencia de una infinidad de inscripciones, lo cual consti- 
tuye una importante mejora sobre la formulación de estos autores. 
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primitivo semántico una relación de denotación múltiple. Esta rela- 
ción es esencialmente la misma que la tratada en el capítulo 1V, pero 
su dominio se compone ahora de inscripciones o signos sucesos, no de 
signos figuras: “a Den x* se lee ahora “la inscripción a denota el objeto ax”. 
También aquí, como en el capítulo IV, las formas 'x Den x”, 'x Den a” y 
“a Den b” se consideran carentes de sentido. 

MSI, como hace patente el párrafo anterior, es un metalenguaje 
traducente: por ello ha de contener traducciones de todos los símbolos 
primitivos de L. Como en el capítulo IV, usaremos los propios símbolos 
de L para representar sus traducciones, por razones de comodidad: 
MSI contiene, como MS, dos géneros de variables, uno de los cuales 
toma los objetos de L como valores, mientras que el otro considera 
como inscripciones las expresiones de L; como en MS, puede consi- 
derarse, si se quiere, que estos dos tipos de objetos constituyen dos do- 
minios recíprocamente excluyentes. 

Los conceptos siguientes pueden definirse en MSIZ¿ de modo esen- 
cialmente igual que en (IV, C): a Sub b”, “a Cmpr b”, “a CoExt b”, “Com a”, 
“Unit a”, “Nula a”, “Univ a”, “a Ext F”, a Sum b,c”, *a Prod b,c* y “a Neg b”. 

Nos ocupamos ahora de una definición de verdad. Definimos pri- 

mero la verdad en cuanto aplicada a proposiciones universales atómi- 
cas, esencialmente de igual manera que en (V, A). Es decir, establece- 
ros que 
(1)  “Vrd, a? abrevia “(PropUnivAt a. (Ebl(Ec)l(Pic . aC cb. (x) b 
Den 1). 
Advirtamos que esta definición no contradirá la restricción acerca de la 
longitud de las inscripciones admisibles: en efecto, dada una inscrip- 
ción a, el b que aquí utilizamos aparece siempre como parte de a, esto 
es, simplemente como resultado de quitar a a su primer paréntesis 
izquierdo (el disponer siempre de b de este modo fue la razón que nos in- 
dujo a usar paréntesis derechos aislados en vez de epsilones invertidas 
para escribir los abstractos en LL). Pero si exigimos que b difiera de a 
en que se haya tachado el primer paréntesis izquierdo de a y que 
luego el primer paréntesis derecho de a esté sustituido por algún tipo 
nuevo de inscripción de la forma “3”, nos falta la seguridad de que exista 
el b resultante: ¡a podría ser tan larga que todas las inscripciones de la 
forma “3? estuviesen ya contenidas en ella! Pero, como hemos visto, no 
es necesario emplear aquí *? dentro de L. La definición (1) requiere 
que el b que implica sea universal y, por supuesto, sólo es válida para 
proposiciones universales atómicas. 


Si intentamos complementar esta definición con una definición análoga 
a la de “Vrd,a” dada en (V, A), utilizando formas normales conyuntivas, 
tropezamos con una dificultad: dando una longitud suficiente a a, 
la forma normal conyuntiva tendría que ser demasiado larga para 
existir. Por ello, hemos de rechazar esta forma de definición. 

A continuación podríamos considerar el uso de las formas normales 
prenexuadas, como en la definición (III) de (V, B). Pero también en este 
caso podríamos encontrar dificultades acerca de la existencia de una 
forma normal prenexuada para una a de suficiente longitud. Por ejem- 
plo, supongamos que a es de la forma 
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1) (a (9A y By, 

donde A y B están en la notación primitiva y no contienen cuantifica- 
dores y 'x” no aparece libre en B; y supongamos que a es tan larga que 
contiene todas las Tildes, por ejemplo, comprendidas en la totalidad 
del espacio y del tiempo. Escrita en la notación primitiva, una forma 
normal prenexuada de a sería de la forma 

(2) (2) (1) (A v B). 

Para escribir esto hemos de tener dos Tildes más de las que están conte- 
nidas en a; por lo tanto, aun cuando a pudiera existir, una inscripción 
de la forma (2) no existiría. Lo mismo puede decirse de cualquier otra 
forma normal prenexuada de a. (De nuevo, “A” y *B” se usan aquí esen- 
cialmente en el sentido del capítulo 11.) 


Naturalmente, podríamos usar la norma artificial de exigir que todas 
las proposiciones de L fuesen proposiciones universales atómicas: en 
este caso, (1) proporcionaría una definición de verdad para L completa- 
mente general. Pero tal exigencia sería algo ad hoc, por lo cual procura- 
remos no plantearla si podemos evitarlo. 


Veamos, por tanto, otro tipo de definición de verdad en el cual los 
objetos verdaderos que se consideran son las propiedades de figura y no 
las inscripciones. La desventaja de este procedimiento es que requiere 
una notación algo más complicada; en cambio, nos permitirá efectuar 
una definición de verdad aplicable a todas las proposiciones reales de 
L sin tener en cuenta su longitud. 


“A”, con o sin subíndices o primas, designará en lo sucesivo cualquier 
fórmula de MSIZ. Diremos que un predicado de figura X es la descrip- 
ción estructural de A, siendo A una fórmula de la parte traducente del 
metalenguaje en las debidas circunstancias. Por ejemplo, 

“(Pi Qis Pd Qis Id Qis)” 
es la descripción estructural de *(x)jx = x”. También diremos que un 
predicado de figura X es una proposición universal atómica contenida 
en X”, si X es la descripción estructural de una A, la cual a su vez sea una 


proposición universal atómica contenida en A”, y X' es la descripción 
estructural de A”. 


Teniendo en cuenta esta notación sintáctica, podemos proceder 
directamente a la definición del concepto de verdad. La definición 
tiene dos partes, aproximadamente análogas a las dos partes de la 
definición dada en (V, A). La primera definición se refiere a las proposi- 
ciones universales atómicas; la segunda, a las proposiciones universales 


que no son atómicas. Se presupone la definición de *Vrd, a? dada más 
arriba como (1). 


(ITa) “F,V, X” abrevia “((Ea)l(X a . Vrd, a)”. 
(Ilb) “F,V, K” abrevia (EaJ(X a . PropUniva . -PropUnivAta . A), 
en donde X,,. . ., X, son exactamente las proposiciones universales 


atómicas que constituyen X (tomadas en el orden de aparición en X de 
izquierda a derecha), X es la descripción estructural de una fórmula A” 
de la parte traducente de MSIZ, X, es la descripción estructural de 
A, (1 <hkS< n) y A sólo difiere de A” en que contiene “FV, X,' allí 


donde A” contiene A,. 


16 
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Podemos escoger aquí para n cualquier número entero > 2, pero no 
mayor que cierto número entero m,, siendo m, el número de proposicio- 
nes universales atómicas (contando las repeticiones) que aparezcan en 
la inscripción más larga de L que sea una proposición. Por supuesto, 
es muy poco probable que podamos dar nunca un valor numérico 
concreto a mp; pero si el universo es finito en el sentido apropiado, 
entonces existe este número. Si el universo no es finito, sea entonces 
WEA a 

(lla y IIb) contituyen juntas una definición completamente general 
dentro de MSIz de lo que se entiende por figura verdadera de L. 

“E,V X” abrevia (F,V, X .v. F,V, X). 

Consideremos algunos ejemplos de estas definiciones. (1) es bastante 
obvia, por su estrecha relación con (1) de (V, A). Consideremos ahora una 
proposición universal atómica de L, digamos “(xjx = x”. El ejemplo 
correspondiente de (Ila) es aquél en que el definiendum es 

“FE,V, (Pi Qis Pd Qis Id Qis)”, 
ue se define como 

“(Ea)((Pi Qis Pd Qis Id Qis) a . (EN(EC(Pic. a Cc,b . (x)b Den x))”. 
Luego, la figura *(x)x = x* es una figura verdadera si y sólo si existe al 
menos una inscripción que tenga esta figura y que sea verdadera en 


el sentido de (1). 


Consideremos también un sencillo ejemplo de (1Ib). Sea “((x)x = x 
.V. —(x)Px)” la proposición en L del caso: se trata de una proposición 
universal no atómica de L, 

“(Pi Pi Qis Pd Qis Id Qis Uve Tilde Pi Qis Pd Pe Qis Pd)” 
es su descripción estructural. Abreviemos tal cosa con “4”. Por (1Ib), 
“F,V A,¿' es una forma breve de 

“(Ea)(4, a . PropUniv a . —PropUnivAt a : F,V, (Pi Qis Pd Qis Id 

Qis) .v. —F,V, (Pi Qis Pd Pe Qis))”. 
A, es una figura verdadera de L si y sólo si existe una proposición uni- 
versal no atómica de L que tiene esta figura y si, o bien “(xjx = x' 
es una figura verdadera o bien “(x)Px"” no es una figura verdadera. 
Lo mismo puede decirse de casos más complicados. 

Los axiomas de MSIz comprenden axiomas lógicos análogos a los de 
(IV, D) (pero no axiomas de identidad), las reglas sintácticas antes 
dadas, RSinInla-RSinIn17, traducciones de los axiomas no lógicos 
de L (que incluyen axiomas de identidad) junto con reglas semánticas 
análogas a la de MS. 

Sea *x”, etc., la representación arbitraria de cualquier variable tradu- 
cente de MSIz. La primera regla semántica es entonces la siguiente: 

RSemInl. FX a .D. (x) (a Den x .=. ---x---), si, (i) “---x---" es 
una función proposicional de la variable única x de la parte traducente 
de MSIZ y X es la descripción estructural de un abstracto “x)---x=-==", 
o (ii) x es “Pe* y “---x---. es “Px'. 

Esta regla estipula, por ejemplo, que 
F (Qis Pd Qis Id Qis) a .D. (x)(a Denx . =. x= x). 
La segunda regla es esencialmente como en MS5. 
RSenIn2. + a Den x .>. ConsPred a. 


Estas son las únicas reglas semánticas necesarias. 
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La cuherencia de MSIZ con relación a la de MI y L juntos puede 
mostrarse muy probablemente mediante una adaptación del razona- 
miento de (V, G). | 

Citamos ahora unos cuantos lemas sintácticos, algunos de los cuales 
serán necesarios más adelante. 

TFla. +Xa.aCcb.Pic:Do:X' b, si X es la descripción estruc- 
tural de una proposición universal atómica, “(x)---x---?, de la parte 
traducente de MSIZ y X' es la descripción estructural del abstracto 
x)---x---?. 

TFIb.F+ X a .. PropUnivaAt a, si (etc., para X como en T'Fla). 

TF2a. + Xa:D:(Eb)X, b.(Eb)X,b..... (Eb) X, b, siendo X la descrip- 
ción estructural de una proposición universal no atómica y X,, . 
las proposiciones universales atómicas que constituyen X. 

TF2b.+ X a :: PropUnivAt a . -PropUnivAt a, si (etc., acerca 
de X como en T'F2a). 

TF2c. + X a .>. Prop a, si X es la descripción estructural de una 
proposición. 

TF3.F+FXa.Qisb.Pdc.eSema .d€ b.c,e, : D: X' d, si X es la 


descripción estructural de una proposición '------ ” y X' es la descripción 


o, 


T'F4b. + Prop a .>. (Eb)(b Parte a . Vbl b). 


G. ADECUACIÓN 


¿Qué significa decir que el predicado de verdad *F,V” es un predicado 
adecuado? Sólo hemos de hacer unos ligeros cambios en la definición 
de adecuación dada en (V, C); en particular, debemos introducir en 
ella una cláusula referente a la existencia de inscripciones. Diremos, 
por lo tanto, que el predicado *F,V” es un predicado adecuado para lo 
que se entiende por figura verdadera en L si y sólo si cada fórmula de 
MSIn de la forma 
(T) (EdXa:O:FV X .=.A” 
es demostrable en MSIz, siendo A una proposición de la parte tradu- 
cente de MSIZ y X su descripción estructural. 

Para demostrar la adecuación en este sentido ligeramente modi- 
ficado suelen emplearse, naturalmente, los axiomas semánticos. La 
demostración tiene dos partes, que corresponden a (Ila) y (IIb) de la 
definición. Demostramos primero el caso en que A es una proposición 
universal atómica, para lo cual mostramos, en primer lugar, que 
(1) F(EdX a . F,V, X :0: (%)---%---, 
siendo X la descripción estructural de *(x)---x---” (proposición universal 
atómica de la parte traducente de MSI¿). Empleando RSemIn1 y la 
definición (lla), tenemos que 
(2) FXa. PropUnivAta. Pic . aCc,h.(x)bDenx . X'b:>:(x) 
(b Den x .=. ---x---), 
si X es la descripción estructural de “(x)---x---" y X' la de “x)---x---”. 


Luego, por TFla, 
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FX a . PropUnivAt a . Pic.aCc,b. (x)b Den x:D: (2%) ---x---, 
en donde (etc.). De aquí sacamos inmediatamente (1). Ahora, inversa- 
mente, 

F (x)(b Den x .=. ---x---) . (Ea) (Ec) (X a . PropUnivAt a.Pic. 
a Cc,b) . (x)---x---. X” b:: (Ea) (EDJ(Ecl(X a . PropUnivAta . Pic 
.a4CGcb. (x)b Den 3). 
en donde (etc., como en (2)). Podemos abandonar la hipótesis innece- 
saria por RSemInl, y utilizar la definición (lla). Tenemos entonces que 

F (Ea)/(Ebl(Eci(X a . PropUnivAta.Pic.aCcjb.X' b) . (x)---x--- 
2D: F,V,X, 
en donde (etc., como en (2)). Eliminamos la hipótesis 

0, $ b' 

por T Fla. Empleando TE8a, tenemos que 

F (EaJ(X a . PropUnivAt a) . (x)---x--- : 0: V,F,X, 
en donde (etc., acerca de X). Pero, según TFIb, podemos eliminar 
“PropUnivAt a”. 
De aquí obtenemos, aplicando también (1), que 
(3) F (Ea) X a : O: (x)---%--- .=. F,V,X, 
en donde (etc.). 

Demostramos ahora la adecuación para (1Ib), es decir, que 
(4) F(Ea)X a ::F,V¿X .=.A', 
siendo X la descripción estructural de A” y A” una proposición universal 
no atómica (demostramos tal cosa aplicando repetidamente (3)). Escoja- 
mos X,,..., X, como en la definición (11Ib), es decir, como las proposiciones 
atómicas universales que constituyen X. Sea X, (1 < k < n) la descrip- 
ción estructural de A,, y sea A tal que difiera de A” sólo por contener *F,V, 
X, allí donde A” contiene A,. Por (3) tenemos evidentemente que 

F (Ea) X, a: O: FV, X, .=.A,, 
F (Ea) X,a:0:F/V, X, .=. A,, 


etcétera, y 


> 


F (Ea) X, a: 0: F,V, X, .= 
Combinando estas fórmulas tenemos que 
(5) F(Ea)X,a.(Ea X,a.... . (Ea) X, a . (ED (X b . PropUnivb . 
—PropUnivAt b) :3: (EbJ(X b . PropUnivb . —PropUnivAt b . A) 
O Y 


en donde (etc.). Pero de aquí sacamos (4), simplificando la hipótesis 
en virtud de T'F2a y T'F2b. 

Combinando (3) y (4) obtenemos la 

Regla de adecuación 1. + (Ea) X a :0: F,V X .=. A, si X es la 
descripción estructural de A y A es una proposición de la parte tradu- 


cente de MSI. 


H. VERDAD Y ABSTRACTOS VACÍOS 


Aparece espontáneamente otro modo de definir el concepto semán- 
tico de verdad para L si empleamos los abstractos vacíos como en (V, B). 
Gracias a este modo podremos definir un predicado de verdad apli- 
cándolo a inscripciones y no solamente a figuras, pero sin encontrar 
por ello dificultades relativas a la existencia de inscripciones. 
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Daremos la definición completa en varias etapas. En primer lugar, 
para proposiciones a que no son demasiado largas, podemos decir que 
a es verdadera en L si y sólo si un abstracto vacío de d, compuesto de 
una variable encadenada a un Pd encadenado a a, denota cada uno 
de los objetos. 

(D)  *Vrd, a? abrevia “(Prop a . (Ebl(Ecl(EdM(Vbl b . Pd c . dC b,c,a. 
(x)d Den ax))”. 

Esta definición introduce un concepto de verdad que se aplica a casi 
todas las proposiciones de L. Pero supongamos que a fuese tan larga 
que agotase todo el espacio y el tiempo, es decir, que contuviese todos 
los caracteres disponibles de L; entonces no podríamos tener el d 
que requiere el definiens, pues d excede a a en dos caracteres tipográ- 
ficos. Si a es una proposición que agota la totalidad del espacio y del 
tiempo, o al menos en lo que respecta a un carácter tipográfico, por 
ejemplo, su concepto de verdad no puede expresarse por “Vrd,?. Sea 

“AbstVac a” la abreviación de “(Prop a . (EDb(Ec)/(Ed)(Vbl b. Pdc . 

d € b,c,a)y”. 
Decimos que una proposición a tiene un abstracto vacío, si y sólo si 
existe un abstracto d compuesto por una variable seguida de un Pd 
aislado seguido de a. “Vrd,? se aplica únicamente a las proposiciones 
que tienen un abstracto vacío en este sentido. 


Esta limitación puede remediarse completando la definición de 
“Vrd,” del modo siguiente: si una proposición a tiene un abstracto va- 
cío diremos que tiene la forma (1); si a es tan larga que no tiene un 
abstracto vacío, tendrá las formas, (2) de una proposición universal 
atómica, (3) de una disyunción o (4) de una fórmula que comience 
con una sarta de Tildes. Es evidente que todas las proposiciones de L 
tendrán una de estas cuatro formas (cf. T'E8b). En el caso (2), 

“Vrd, a” abreviará (—AbstVac a . PropUnivAt a . (Eb](Ec) a GC 
b,c. Pib . (x)c Den x)). 

Este caso es análogo al (1) del $ F. En el caso, (3), de una disyunción, 

“Vrd¿ a” abreviará “(Prop a . —AbstVac a . (Eb)(Ec)(a D, b,c : 

Vrd, b .v. Vrd,c)). 
Aquí una proposición a es Vrdj si y sólo si b es Vrd, o c es Vrd,, siendo a 
una disyunción estricta de b y c. Adviértase que “Vrd,? es aplicable a 
b y c porque estas inscripciones son proposiciones (T.E8c), y, por ello, 
contienen por lo menos un Pd (T'F4a) y por lo menos una Vbl (T'F4b); 
por tanto, c tiene un abstracto vacío, porque la Vbl y el Pd adicionales 
vienen siempre dadas por b. Lo mismo puede decirse de b, porque c 
siempre proporcionará la Vbl y el Pd adicionales. 

En el caso (4) tenemos dos posibilidades, según que la sarta de Tildes 
que haya sea impar o par. Necesitaremos dos definiciones de verdad que 
requieren algunos conceptos preliminares. Una inscripción a es una 
sarta par de caracteres tipográficos si y sólo si es la cadena de dos ins- 
cripciones de igual longitud. 

“SartaPar a” abrevia “((Eb)(Ec)(b lglng c . a € b,c). 
Una inscripción a es una sarta de Tildes si y sólo si todos los caracteres 
que son segmentos de ella son Tildes. 


“SartaTilde a? abrevia “(b)(Car b . b Seg a :>: Tilde b). 
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Entonces una inscripción es evidentemente una sarta par de Tildes 
si y sólo si es una sarta par y es una sarta de Tildes. 

“SartaParTilde a” abrevia *“(SartaTilde a . SartaPar a)”. 
Análogamente 

“SartalmpTilde a” abrevia “(Sarta Tilde a . —SartaPar a)”. 
(Cf. las definiciones correspondientes de (VIT, E).) En el caso, (4), de una 
sarta par de Tildes, tenemos la siguiente definición de verdad: 

“Vrd, a” abrevia “(Prop a . — AbstVac a . (Eb)(Ec)(SartaParTilde b . 

aCb,c. —(Ed)(Ee)(Tilde d . c Cd,e) . (Vrd,c .v. Vrd, c ))). 
Una proposición compuesta de una sarta par de Tildes seguida de una 
proposición c que no comience con una Tilde es verdadera si y sólo si 
c es verdadera; pero esta c puede ser una proposición universal atómi.- 
ca o una disyunción, por lo cual podremos aplicarle “Vrd,? o “Vrd,?. 

En el caso, (4), de una sarta impar de Tildes, 

“Vrd, a” abreviará “(Prop a . —AbstVac a . (Eb)(Ec)(SartalmpTilde b. 
aCb,. —(Ed)(Ee)(Tilde d . c Cd,e) . —(Vrd, c .v. Vrd, c))). 

Podemos definir la verdad con la mayor generalidad mediante una 
disyunción. 

“Vrd o” abrevia “(Vrd, a .v. Vrd¿a .v. Vrd¿a .v. Vrd, a .v. Vrd, a)”. 

Diremos que este predicado de verdad es adecuado si y sólo si 
toda fórmula de la forma 

“Xa:D:Vrda.=. A” 
es demostrable en MSIz, siendo A una proposición de la parte tra- 
ducente de MSIZ y X su descripción estructural. 

Omitimos la demostración de la adecuación de *Vrd” en este sentido. 
El enunciado de esta ley es la Regla de adecuación 2. En vista de esta 
ley y de la Regla de adecuuación 1 tenemos la siguiente ley de equiva- 
lencia: 

THI. + Propa. Xa:D:F,V X .=. Vrd a, para todo X. 

Sobre la base de una de ambas Reglas de adecuación y utilizando 
la Regla de figuras, podemos demostrar que el lenguaje objeto L es 
coherente, mediante una adaptación de razonamiento dado en (V, E). 

Regla de coherencia. + (a)(b)(Prop a . 5bN a: >: —(Teor a . Teor b)). 

Podemos introducir ahora algunos conceptos semánticos ulteriores 
definibles a partir del concepto de verdad y demostrar sus propiedades 
fundamentales, como hicimos en (V, F). También podemos desarrollar 
en MSI; una extensa teoría de las constantes predicativas, según hi- 
cimos en (IV, E). 

Asimismo, con sólo ligeros cambios, puede tomarse L como un 
lenguaje que contenga una o varias constantes individuales o funciona- 
les primitivas; y entonces puede darse una semántica inscriptiva para L 
siguiendo las directrices del capítulo X (véase más adelante (XII, E)). 


CAPÍTULO XII 


Inscripciones y comprensión 


En el capítulo anterior formulamos una semántica inscriptiva en la 
cual se tomaba como elemento semántico primitivo una relación de 
denotación múltiple. En el presente capítulo trataremos de una se- 
mántica inscriptiva basada en una relación de comprensión. La semán- 
tica del capítulo anterior era de carácter traducente, por contener 
in toto una traducción del lenguaje objeto L ; la que ahora formularemos 
será intraducente, y por ello, afín al metalenguaje semántico MSQ¿. 
Pero aquí las variables representativas de expresiones tomarán como 
valores inscripciones, por lo cual el principal problema será el de recons- 
truir la semántica intraducente de tal forma que no haya que admitir 
una infinidad de expresiones. 


En el $ A presentamos los preliminares semánticos, que comprenden 
algunas definiciones básicas y las Reglas semánticas. Se dedica el $ B 
a señalar algunos teoremas elementales. En el $ € se definen el concepto 
de verdad y otros conceptos semánticos que de él derivan. En el $ D 
se demuestra la coherencia del lenguaje objeto. Se bosqueja en el $ E 
la teoría de las constantes individuales y funcionales dentro de la se- 
mántica intraducente. En el $ F se desarrolla una teoría formal de las 
comillas dentro de una semántica inscriptiva de tipo traducente. Por 
último, el $ G se dedica a algunos comentarios generales acerca de los 
metalenguajes semánticos que contienen a la vez inscripciones y figuras 
como valores para variables. 


A. PRELIMINARES SEMÁNTICOS 


Icl elemento semántico primitivo que aquí adoptamos es una rela- 
ción de comprensión que relaciona inscripciones de un lenguaje objeto 
L dado. Sean “a”, *b”, etc., las variables representativas de inscripciones, 
como en el capítulo anterior; 'a Cmpr b* simbolizará que la inscrip- 
ción a comprende la inscripción b. El sentido que asignamos a *“Cmpr' 
es análogo al del capítulo VIII, de suerte que “a Cmpr b” tendrá lugar 
sólo cuando a denote todo aquello que denote b. Llamemos MSI, 
a este metalenguaje semántico, por ser el metalenguaje semántico 
inscriptivo de L basado en la comprensión, 
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La parte sintáctica de MSI¿ es la descrita en los parágrafos A-E 
del capítulo anterior; también los lenguajes objeto son del tipo L allí 
considerado. En este caso el lenguaje objeto no reaparece traducido 
en MSI¿, de forma que sólo necesitamos una clase de variables: las 
que representan expresiones. La estrutura de MSI¿ es, pues, nota- 
blemente más sencilla que la de MST¿. 

Podemos definir aquí de modo esencialmente igual que en (VIIJ, B) 
varios conceptos semánticos, como “ED a”, “a CoExt b”, etc. 

Los axiomas lógicos y sintácticos de MSI¿ son los correspondientes 
de MSI. Las reglas semánticas son esencialmente las mismas que 
en (VIII, D), pero con algunos ligeros cambios debidos a la distinta 
formulación del encadenamiento. Por razones de comodidad, indicamos 
a continuación las reglas semánticas en su totalidad, aun cuando algunas 
sean tipográficamente exactas a las dadas en (VIII, D). 


RSemInl1. FED a .=. ConsPred a, 

RSemiIn2. Fa Cmpr b . c Cmpr a :5: c Cmpr b, 

RSemiIn3. + (Ed)(Ee/(Ed)(Ee”) (FuncPropUna d,e . FuncPropUna 
d',e” .eSeme' . (Ea)(Eb) (Pd a' . d' Seme.bC b'.a'.d) . (Ea) (EDb”) 
(Pd a” . b'Seme.cCD0sa.d) . (Ea (EbD5M(EcH(Pd a' . b'Seme.c' D, 
dd” . a CG b'.a'.c)) .D. a Sum b,c, 

RSemIn4. + Hip (de RSemIn3, pero con *C,” en lugar de *'D,”) .>. 
a Prod b,c, 

RSemIn5. + (Ec)](Ed)(Ee)(FuncPropUna c.d . (Eb5)(Ed)(d' Sem d . 
Pdb'.aCd,b,c).e Nc. (Eb”) (Ed)(d' Sem d . Pd b” . bC d',b”,e”)) 
-D. b Neg a, 

RSemIn6. + d Neg b . c Prod a.d . —b Cmpr a :>: —Nula c, 

RSemiIn?7. + d Sum a,b . d Cmprc . (e)(c Cmpr e . (a Cmpr e .v. 
b Cmpr e) :D: Nula e) :>: Nula c, 

RSemIn8. + (Eb)(a Clau' b . AxLog b) . (Eb)/(Ed)/(Vbl b . Pdd.cC 
b.d,a) : >: Univ c, 

RSemIn9. + Univa . Nula b:>: —b Cmpr a, 

RSemIn10. + FuncPropUna b,a . Vbla” . (Ee) (Ea) (Pd e . a' Sem a 
.cCa,e.b).. Unive . (Ee)(Ea)(EDM)(ECH(Pd e . a Sema . Pic. 
Pd b' . dC a,e,c.a””,b',b) : 5: Univ d, 

RSemIn11. + Propa . Vblb. Vblc. (Ec) (Pd e” . dC b,c”,a) . (Eb) 
(Pd b' . e C c,b',a) :D: d Cmpr e, 

RSemIn12. + Prop a . Vblb. (Eel(Pde . cC b,e,a) :D: Unive .v. 
Nula c, 

RSemIn13. + FuncPropUna a,b. bVLba.dSLb; a . (Eb”) (Ec”) (b” 
Sem b.Pdc.eC0b,c,a). (EDINECH(D Semc.Pdc.e Gb d) :D: 


e Cmpr e”, 


RSemInl4. + Pea . Pd b. Vblce. có Semc. Ped. eC c.,b,d.,c' 
:D: a CoExt e. 

Estas reglas corresponden estrechamente a las Reglas generales de 
la comprensión de MS¿, y desempeñan dentro del metalenguaje que 
vamos a formular un papel análogo. Adviértanse, sin embargo, las 
cláusulas adicionales acerca de la semejanza de inscripciones; éstas 
son necesarias porque un carácter tipográfico no puede repetirse dentro 


Inscripciones y comprensión 249 


de una inscripción (RSinIn13 en (XI, A)): en vez de repetir un carácter 
a debe usarse otro semejante a a. 


Obsérvese también que RSemIn11 y RSemIn13 difieren de RGC11 
y RGCI3 en que no contienen cláusulas de la forma *—b = c”. Tampoco 
tenemos aquí cláusulas de la forma *—b Sem c” en su lugar: el motivo 
de esto es dar lugar al siguiente teorema: 

T.A1. F ConsPred a . a Sem b:>:a Cmpr b. 
Y de aquí también, 

T42. FaSemb.a Cmprc:>5: b Cmpr c, 
Y 

TA3. Fa Sem b.c Cmpr a :5:c Cmpr b. 
Por supuesto, también rigen aquí (como en MS¿) teoremas análogos 
a éstos con “=” en lugar de “Sem”. Si*—b Sem c” se tomase como hipótesis 
adicional en RSemin11l y RSemIn13, querríamos quizá incluir TA] 
(o bien TA2 junto con T.43) como reglas adicionales. 


B. ALGUNOS TEOREMAS 


Sobre la base de las reglas semánticas RSemIn1-RSemIn14, puede 
desarrollarse una teoría general de la comprensión dentro de MSI; si- 
guiendo las directrices del capítulo IX. Pueden demostrarse varios 
teoremas referentes a la comprensión, la coextensividad, las sumas, 
productos y negaciones semánticos y las constantes predicativas comunes, 
nulas y universales. Con frecuencia hace falta añadir cláusulas acerca 
de la semejanza de inscripciones, como las que aparecen en las reglas 
semánticas inscriptivas. Teniendo presente este ligero cambio, prácti- 
camente todos los teoremas del capítulo IX, $$ A-D, pueden formularse 
de nuevo de un modo apropiado y demostrarse en MSIÍ?. 


C. VERDAD Y CONCEPTOS DERIVADOS 


De las dos maneras de definir el concepto semántico de verdad que 
encontrábamos en la semántica inscriptiva del capítulo XI, sólo una 
puede emplearse aquí. La primera definición dada en (XI, F) emplea 
fundamentalmente conceptos de la parte traducente del metalenguaje, 
por lo cual sólo puede darse dentro de la estructura de una semántica 
traducente; la segunda definición del capítulo XI, en el $ H, no emplea 
traducciones de las expresiones de L y, por ello, puede adaptarse aquí. 


En la semántica intraducente de este capítulo, como en la expuesta 
en los capítulos VIII-IX, debe abandonarse en cierto modo el requisito 
de que el concepto de verdad definido sea adecuado. Pero, como hemos 
visto, esto no significa que se niegue en modo alguno la adecuación o 
que se admita su negación: es más bien que dicho requisito no puede 
enunciarse para MSI¿, porque este metalenguaje no contiene traduc- 
ciones de las expresiones de L. El abandono de esta exigencia es mucho 
menos importante de lo que podría haberse supuesto teniendo en cuen- 
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ta el papel vital que desempeña la adecuación dentro de la semántica 
traducente. (Véase más adelante, (XIII, F').) 

En el próximo capítulo daremos con cierto detalle las razones del 
interés filosófico de un metalenguaje tan estricto como MSI¿. 


D. COHERENCIA Y COHERENCIA RELATIVA 


Si por un momento tomamos para L el lenguaje S, podemos llevar 
a cabo la demostración de coherencia de S dentro de MSI¿. Los de- 
talles son parecidos a los de (IX, F): en vez de asumir directamente 
que ciertas constantes predicado de S son universales, tendríamos que 
tomar aquí (como en el capítulo IX) estos supuestos como hipótesis 
allí donde fueran necesarios. Las Hipótesis específicas de la compren- 
sión necesarias para S son análogas a las de (IX, E). 

Igualmente, la coherencia de MSI; con relación a la de la sintaxis 
inscriptiva subyacente puede mostrarse muy probablemente mediante 
una adaptación apropiada del argumento dado en (IX, G). 


E. CONSTANTES INDIVIDUALES E INSCRIPCIONES 


Supongamos que L contiene un número finito de constantes indivi- 
duales como elementos primitivos. Teniendo en cuenta el contenido 
del capítulo X, el metalenguaje semántico—ya sea traducente o intra- 
ducente—sólo requiere unos ligeros cambios. En primer lugar, consi- 
deremos de nuevo MSI. 

Sea “Ay” el predicado primitivo descriptivo-estructural que añadi- 
mos. “Ay a” puede leerse ía es un carácter con figura de ay”. Sean tam- 
bién “a”, “a”, etc., las traducciones dentro de MSI; de las constantes 
individuales de L. Podemos definir 

“Ay” a? como “(Eb)(Ecl(Ay b. Acc. aC b,c)”, 

“Ay” a? como “(Eb)l(Ec)l(Ay' b. Acc. a € b,c)”, 
etcétera, hasta tener un predicado descriptivo-estructural para cada 
constante individual de L; entonces “ConsIn a” puede definirse por enu- 
meración. 

“a”, con o sin subíndices numéricos, representará cualquier constante 
individual traducente de MSI; y “Ay” representará “Ay”, “Ay”, *Ay””, 
etcétera. También podemos decir que “Ay” es la descripción estructural 
de “a”, (Ay Ac)” la descripción estructural de “a”, y así sucesivamente. 

La relación consistente en ser un nombre propio de es definible den- 
tro de MSI; de modo esencialmente igual que en MS; (X, B). 

“a NbrPr ax? abrevia “(ConsIn a . (ED (EC(EdN(Es(FaMVb1b . Pdc. 
dSemb. Ide. aC b,c.d.e,a) . a” Den x). 

Tenemos entonces los tres teoremas básicos siguientes referentes a las 
constantes individuales: 

TE1. FaNbrPrx. > . Consln a. 

TE2. FAya. > .aNbrPra, si Ay es la descripción estructural 
de a. 


Inscripcicnes y comprensión o 251 


TE3. + ConsIn a . a NbrPr x . a NbrPr y: D :x= y. 

El manejo de las constantes individuales dentro de MS[¿ es análogo, 
utilizando el contenido de (X, D). Tampoco aquí puede introducirse 
la relación de ser nombre propio de, porque un metalenguaje intra- 
ducente carece de las expresiones apropiadas; no obstante, pueden de- 
mostrarse importantes propiedades de las constantes individuales, igual 
que en (X, E). 

Si se introducen en L una o varias constantes funcionales como ele- 
mentos primitivos, MSI5 y MSI¿ sólo necesitan leves modificaciones 
de acuerdo con lo indicado en (X, PF). 


F. TEORÍA FORMALIZADA DE LAS COMILLAS 


Debido al interés, tan difundido, por la distinción entre uso y men- 
ción de las expresiones, la importancia del uso correcto de las comillas 
cuando se escribe sobre metodología está hoy fuera de dudas; pero rara 
vez se han formulado reglas precisas para el uso de las comillas, si es 
que se ha hecho alguna vez: los principios referentes a ellas suelen de- 
jarse a un nivel vago, intuitivo. Por ello, podría tener cierto interés 
definir de modo formalizado los diversos usos de las comillas dentro 
de la estructura de un metalenguaje semántico cuidadosamente formu- 
lado: formularemos estas definiciones en este parágrafo dentro de la 
estructura de MSIz (lo hacemos en MSIZ; en vez de hacerlo en MS; 
a fin de definir también una función inscriptiva de comillas; daremos 
algunos teoremas que rigen estas funciones). Se admite ahora que L 
contiene una o varias constantes individuales primitivas, pero ninguna 
constante funcional primitiva. 

Introduciremos las semicomillas en su sentido habitual, de forma 
que el resultado de aplicar las semicomillas a un símbolo se entenderá 
como una figura. Dentro de MSI, las figuras aparecen como propiedades, 
propiedades de figura, como antes las hemos llamado. Supongamos que 
““(” está definido como “Pi”. Entonces, en lugar de escribir 

“Pia” 
podríamos escribir 

6 E a. 
Debido a que las expresiones que representan figuras sólo aparecen de 
un modo primitivo dentro de MSI; como constantes predicativas moná- 
dicas, las expresiones que contengan comillas aparecerán de igual modo. 
Pero, igual que antes —en (XI, A)— introdujimos expresiones tales como 

ERA 

así también podemos definir las semicomilias circunscribiendo una lar- 


ga serie de expresiones. 


Utilicemos *S,”, *S,”, tte., como en (XI, A), para representar cual- 


quiera de los predicados primitivos descriptivo-estructurales de MSI. 


De un modo análogo, “s,”, “sy”, etc., representarán cualesquiera sím- 
bolos traducentes de MSI 


6/9 619 6 ») ce. 6 9 6-2 6,..) 6 y) 6/79 

Et Y TP A A O . 
“s,', etc., son entonces otro tipo de variable sintáctica que ha de ser 
útil en el metalenguaje de MSIZ. Podemos definir ahora 
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“SS. ..S, A. como “(S,S,...9,) a”, si S, es la descripción estructu- 
ral de s,(1<1< nm). 
Según esta definición, por ejemplo, 
6 “(x)x pa xa a 
enuncia que la inscripción a tiene la figura compuesta por un Pi seguido 
de una Qis seguida de un Pd seguido de una Qis seguida luego de un 
ld seguido finalmente de una Qis. 


Esta definición introduce formalmente las semicomillas dentro de 
MSI. En rigor, la utilidad de semejante definición es algo limitada: 
las figuras no son valores para variables en MSI¿Z y sus expresiones 
aparecen únicamente como predicados. Tampoco pueden ser las figu- 
ras nombres propios, en virtud de TEl1: sólo las inscripciones de L de- 
notan o pueden ser nombres propios y deben ser constantes individua- 


les o predicado de L£. 


Sin embargo, la definición normal de las semicomillas aquí dada no 
es una mera curiosidad gratuita. Podemos imaginar que alguien que 
usase MSIZ desde su infancia encontraría esta definición interesante; 
supongamos que no ha utilizado nunca las comillas. Nuestro imagi- 
nario personaje habría absorbido desde su infancia todos los comenta- 

f lizados dad de MSI5, de f 
rios no formalizados dados anteriormente acerca de »» de forma 

2 L . o 
que habría llegado a conocer MSI; de modo parecido a como los niños 
llegan a conocer su lengua materna; podría haber observado las semi- 
comillas en tratados lógicos o en cualquier otra parte y haberse pre- 
guntado por su significado. El esquema de definición dado proporciona 
un significado apropiado y que para él sería realmente informativo. 


Sería inútil objetar a esta definición que hace falta una buena can- 
tidad de comillas para enunciarla, de forma que para captar su sentido 
debe entenderse ya cómo se usan las comillas. Para construir con cui- 
dado cualquier sistema lingiístico hemos de usar las comillas dentro 
del metalenguaje y si lo hacemos seremos capaces de manejarlas correc- 
tamente. Pero esto es algo muy diferente de dar una definición formal 
de las comillas tal como aparecen en un metalenguaje semántico to- 
mado como lenguaje objeto. 


Una función de las comillas más interesante es de índole inscriptiva 
(siendo las inscripciones valores para variables dentro de MSI, ha- 
llaremos algunos usos de ellas que tienen bastante interés). La defi- 
nición presupone la función e de Hilbert (11, F). Establecemos que 


“8, ... 8,” abrevia “(za . (S,S, ... S,) a)”, siendo S, la descripción 
estructural de s, (1 <1< n) y n 2 2, 
y que 


“8,” abrevia “(ea . S, a), si S, es la descripción estructural de s,. 
Según esta definición, 
(A 6, 
por ejemplo, es cualquier inscripción que tenga la forma 
(A 
Pero las expresiones e sólo están definidas en un contexto, de forma que 
E 
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sólo está definido contextualmente. Luego, según la definición, puede 
decirse que 

(aja == a: 
tiene una propiedad dada Q si y sólo si existe al menos una inscripción 
de la figura *(x)x = x” y toda inscripción que tenga esta figura tiene la 
propiedad (. 

Con frecuencia, en la teoría de las inscripciones queremos hablar de 
cualquier inscripción que tenga tal y cual figura y adscribir a toda ins- 
cripción de este tipo alguna propiedad general. La función inscriptiva de 
comillas que acabamos de definir facilita semejantes enunciados. Por 
ejemplo, decir que todo Ay es un nombre propio del individuo á es 
decir que 

(ea . Ay a) NbrPr a, 
esto es, que 
«4: NbrPr a. 

Los siguientes teoremas elementales referentes a esta función de 
comillas inscriptiva son fáciles de demostrar dentro de MSIZ. (Debe 
entenderse que una expresión e afecta al contexto proposicional más 
corto mostrado en MSIZ que contenga esta expresión; en el caso de 
las fórmulas que contienen dos o más expresiones e, la afección de la 
de la izquierda ha de ser la más larga.) 

TFI1. + a: NbrPr a. 
(En virtud de TE2 y de las leyes de existencia según las cuales + (Ea) Ay 
a, en donde Ay es la descripción estructural de a.) 

TF2. E a: NbrPra, . =.. :a,: NbrPr a. 
(Por TE2, TE3 y las leyes de existencia.) 

TF3. + -a: NbrPra, . :a,: NbrPr a, : > : «a: NbrPr a,. 

TF4. + a: Sem -a-. 
(Adviértase, sin embargo, que 
“.q: == :«q-? 

no es válida.) 

TF5. EF -:a:Sem:aj,:. = . :a, Sem :a-. 

TF6. + :a: Sem :a,: . «a, Sem :a,' : D ::a: Sem as”. 

TF7. F:a Sem:a.>.a=as,. 

(Es evidente que las fórmulas recíprocas de los teoremas estipulados 
por TF7 no son válidas, a no ser que se admita que constantes indivi- 
duales primitivas distintas denotan individuos distintos.) 

TF8. + -—(Ex)"x- NbrPr x. 

(Las variables no son nombres propios.) 

“P”, con o sin subíndices numéricos, representará cualquier cons- 

tante predicativa monádica, de la parte traducente de MSTZ, de longitud 


< ko (k, como en (XII, A)). Tenemos entonces los siguientes teo- 
remas: 


TF9. —F-P- Ext xsPx. 

TFI0. FP: ExtxPx.<=.+"P>Extx3Px. 

TFI1. E -P- Sem -P-. 

TF12. + -—(Ex)'A: Den x, si A es una fórmula de la parte tradu- 
cente del metalenguaje. 
(Las fórmulas no denotan.) 
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Obsérvese que todas estas funciones de entrecomillado implican ex- 
presiones que son traducciones de expresiones de L: luego estas fun- 
ciones sólo se introducen en un metalenguaje traducente. Dentro de 
un metalenguaje intraducente no disponemos de ellas: carecemos sim- 
plemente, por así decirlo, de expresiones que circunscribir con comillas. 


G. SEMÁNTICA BASADA EN INSCRIPCIONES Y FIGURAS 


Para algunos fines podría quererse emplear un metalenguaje se- 
mántico que tomase como valores para sus variables a la vez inscrip- 
ciones y figuras. No daremos aquí detalles de semejante metalenguaje, 
sino sólo unas cuantas observaciones acerca de él. 

El procedimiento más natural de construir un metalenguaje de este 
tipo sería, sin duda, considerar las figuras como clases de inscripciones 
semejantes y, por tanto, como valores para variables de clase del tipo 
inmediato superior al de las variables de inscripciones. Dentro de un 
lenguaje como éste, las variables de clase serían fundamentalmente ne- 
cesarias. (Si se adoptase el criterio anterior, podría no quererse admitir 
la existencia de un número infinito de inscripciones.) Incluso este tipo 
de metalenguaje semántico, si fuese intraducente, podría formularse 
como lenguaje de primer orden en sentido estricto; pero si fuera tradu- 
cente, podría ser de primer orden en sentido estricto si y sólo si su len- 
guaje objeto también lo fuese. 


Los elementos primitivos de semejante metalenguaje incluirían pro- 
bablemente algo parecido a una operación de encadenamiento. Sean 
“Py, etc., los elementos primitivos que designan las figuras apropiadas 
o las clases de inscripciones semejantes. ¿Deberá aplicarse el encadena- 
miento de un modo primitivo a las figuras o a las inscripciones? Parece 
más natural aplicarlo a las inscripciones, pues entonces se podría pro- 
bablemente definir una operación de encadenamiento aplicada a figu- 
ras: por ejemplo, *“(PiPd)” es definible como “la clase de todas las ins- 
cripciones a tales que existen inscripciones b y c tales que b es un Pi, 
c es un Pd y a es la cadena inscriptiva de b y c* (si no existen tales ins- 
cripciones, la cadena de las dos figuras es la clase nula de inscripciones). 

Para los fines de una semántica de denotación del tipo estudiado 
en este libro, mo es necesario un metalenguaje que contenga a la vez 
inscripciones y figuras. Pero este metalenguaje sería útil, sin duda al- 
guna, para fines más generales, por ejemplo, para estudiar las relacio- 
nes mutuas de inscripciones y figuras y los diferentes modos que tienen 
de actuar en el discurso; también lo sería, probablemente, para dar una 
completa descripción semiótica de un sistema lingiiístico de gran al- 
cance expresivo y que contuviese elementos exactamente correspon- 
dientes a las particularidades egocéntricas (palabras como *yo”, “ahora”, 
“aquí”, “este”, etc.). 


CAPÍTULO XI11I 
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Constructivismo de primer orden 


La máxima metodológica general, enunciada en (II, H), según la 
cual los lenguajes de primer orden numerables son preferibles a otros 
tipos de sistemas, ha sido seguida explícitamente en la formulación 
de los diversos metalenguajes semánticos anteriores. No hemos indi- 
cado las razones que nos movían a aceptar esta máxima; podría por 
ello pensarse que la preferencia por estos lenguajes es algo arbitraria 
y que sus motivos son vagos o carecen de fundamento sólido en al- 
gún otro sentido. Pero, por el contrario, varias importantes razones 
abogan por los sistemas estrictos de primer orden. Algunas de éstas pre- 
sentan un carácter lógico-matemático, otras son algo más filosóficas, 
otras se basan hasta cierto punto en cuestiones de preferencia más per- 
sonales. Plantearemos estas diversas razones con algún detalle en el 
presente capítulo; muchas de ellas serán necesariamente toscas y ne- 
cesitarán una formulación más cuidadosa; pero quizá ayuden a aclarar 
la amplia posición filosófica que se esconde bajo la máxima metodoló- 


gica general, y, por tanto, bajo los diversos metalenguajes semánticos 
formulados en este libro. 


Hemos llamado a la posición que vamos a plantear constructivismo 
de primer orden. 


En el $ A se indica el contenido de la máxima metodológica general 
con más detalle que hasta ahora. En el $ B se dan argumentos en pro 
de esta máxima. En el $ C y el $ D se compara y contrasta el punto de 
vista general del constructivismo de primer orden con las posiciones 
realista y nominalista. En el $ E se dan razones en pro de la semántica 
intraducente. Se muestra en el $ F que las diversas formulaciones de la 
semántica intraducente son mínimas en un sentido apropiado de esta 
palabra. Se hace una posible objeción a la semántica intraducente en 
el $ G y se defiende esta última. En el $ H se bosquejan dos teorías ge- 
nerales de los sistemas semánticos en las cuales éstos aparecen como 
valores para variables o como pares ordenados virtuales de relaciones 
virtuales. Por último, en el $ I se da otro argumento en pro de la má- 
xima metodológica general a propósito de la «situación» en los funda- 
mentos de la matemática conocida con el nombre de paradoja de Skolem. 


256 Verdad y denotación 
A. EL CONTENIDO DE LA MÁXIMA 


El principio metodológico general de preferir siempre que sea po- 
sible los lenguajes de primer orden en sentido estricto se refiere a todos 
los sistemas lingúísticos de primer orden, cualesquiera que sean, ya sea 
como lenguajes objeto o como metalenguajes sintácticos o semánticos. 
En el caso de los lenguajes objeto, nos hemos permitido a través de 
los capítulos anteriores la mayor libertad de elección: no hemos hecho 
otra restricción acerca de ellos que la de que fueran de primer orden, 
y los métodos semánticos desarrollados han sido aplicables, de un 
modo uniforme y con pocas excepciones, a todos los lenguajes objeto 
de primer orden. La máxima metodológica general no ha sido seguida, 
pues, en la elección de lenguajes objeto, porque no se conocen métodos 
para formular (la totalidad de) el análisis matemático (la teoría de los 
números reales)—y con ella aquellos campos de la matemática y la 
filosofía que lo presuponen—empleando sólo lenguajes de primer orden 
con un dominio fundamental numerable. Tampoco está claro que los 
lenguajes objeto de primer orden numerables basten para los fines que 
la ciencia se propone. Aunque esperemos hacer patente que estos 
lenguajes objeto bastarán en la mayoría de los casos, en modo 
alguno cabe establecer tal cosa fundándose en el nivel actual de los 
conocimientos: la mayor parte de lo que se sabe parece inclinarse hacia 
el otro lado; pues muchos conceptos que descansan fundamentalmente 
en lo no numerable atraviesan constantemente la ciencia y la matemá- 
tica, y los métodos conocidos más importantes de definir estos concep- 
tos se sitúan en sistemas formales de orden superior o de primer orden, 
pero en sentido ampliado. Por carecer, pues, de métodos de formular 
varios campos de la ciencia y la matemática dentro de sistemas de pri- 
mer orden numerables, hemos de emplear lenguajes objeto de mayor 
alcance. 


Ya hemos observado en el capítulo III cómo, usando los trabajos 
de Tarski, Chwistek y Quine, puede formularse una sintaxis de primer 
orden numerable, de modo que el uso de la máxima general no con- 
duce a nada nuevo en sintaxis. 

En el caso de los metalenguajes semánticos, la situación ha sido ra- 
dicalmente distinta. Todos los metalenguajes semánticos (de lenguajes 
objeto de alcance suficiente) formulados hasta ahora, si aún son de 
primer orden, lo son sólo en sentido amplio; podría pensarse por ello 
que la aplicación de la máxima metodológica general limitaría demasiado. 
Hemos mostrado, sin embargo, que no es así: el metalenguaje semán- 
tico traducente MS; es de primer orden en sentido estricto siempre 
que lo sea L; si L es de primer orden sólo en sentido amplio, como en 
el caso de los sistemas basados en la teoría de tipos o en la de con- 
juntos, entonces, por supuesto, MSz es un lenguaje de primer orden 
en sentido amplio, aun cuando en su formulación sólo se utilizan con- 
ceptos sintácticos y semánticos restringidos. Tenemos en MS¿, como 
hemos visto, un metalenguaje semántico numerable de primer orden 
independiente de L: la aplicación de la máxima general nos ha con- 
ducido así a lograr una formulación muy simple de la semántica 
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traducente, y también a una semántica completamente nueva de tipo 
intraducente. 

Al haber conseguido una semántica de primer orden, intraducente, 
numerable y completamente general, podríamos pensar que ya no es 
necesario buscar lenguajes objeto de primer orden numerables de al- 
cance cada vez mayor. Es posible dar una descripción sintáctica y se- 
mántica completa de cualquier lenguaje objeto de primer orden, cual- 
quiera que sea su complejidad, dentro de una semántica intraducente; 
al nivel metalingúístico, nuestro ideal se ha realizado enteramente: po- 
demos manejar la sintaxis de un lenguaje L, determinar si una expre- 
sión dada es o no una fórmula o una proposición y mostrar qué fórmu- 
las o proposiciones se siguen de ella por medio de las reglas de deduc- 
ción. Más aún: sabemos lo que significa decir que las proposiciones de 
L son verdaderas, y logramos de este modo una interpretación explícita 
del lenguaje (para ello se hace uso de las Hipótesis específicas de la 
comprensión). 

No obstante, la máxima metodológica general pretende ser aplicable 
a todos los sistemas lingúísticos sin distinción alguna, incluyendo en 
ellos a los lenguajes objeto; y los argumentos que hayan de darse en 
su defensa serán también argumentos en defensa de los lenguajes ob- 
jeto numerables de primer orden. Cuando hemos formulado un len- 
guaje objeto de este tipo, adecuado a un campo dado de la teoría 
científica, filosófica o matemática, los metalenguajes semánticos de di- 
cho lenguaje sen más sencillos que los de sistemas más complicados. 
Esto es evidente en el caso de los metalenguajes traducentes porque 
contienen sus lenguajes objeto, pero también puede aplicarse, en cier- 
to modo, a los metalenguajes intraducentes (véase, más adelante, 


el $ G). 


B. COHERENCIA Y ECONOMÍA 


Ya hemos indicado antes con cierto detenimiento la importancia 
del concepto de coherencia (V, E). Es obvio que los sistemas lingiísti- 
cos cuya coherencia pueda demostrarse de un modo convincente son 
preferibles a aquellos que se sepan contradictorios. Rara vez tiene in- 
terés un sistema lingiúístico manifiestamente contradictorio, a no ser 
que pueda remediarse su incoherencia; más frecuente es encontrar sis- 
temas lingúísticos, ya sea como lenguajes objeto o como metalengua- 
jes, de los cuales no se sabe si son coherentes o incoherentes; o que, 
si se sabe que son coherentes, es sólo por medio de un argumento o de- 
mostración tan complicado o que emplea métodos lógico-matemáticos 
tan potentes que apenas entraña convicción. 

na razón importante para preferir los sistemas lingiísticos de pri- 
mer orden numerable a los lenguajes de otras formas, es que puede 
demostrarse la coherencia de muchos de estos sistemas usando sólo 
métodos convincentes: la mayor parte de los lenguajes para los cuales 
existen estas demostraciones de coherencia son, en realidad, de esta clase. 
Teniendo ante nosotros metalenguajes semánticos de primer orden, 
17 
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para los cuales disponemos de demostraciones de coherencia muy sen- 
cillas, tenemos asegurados unos sólidos fundamentos para la semánti- 
ca. Hasta ahora los metalenguajes semánticos han sido generalmente 
de orden superior o de primer orden en sentido amplio; las demos- 
traciones de coherencia o de coherencia relativa de que disponemos 
para estos lenguajes son, por regla general, de tipo más complicado. 

La preferencia de los sistemas lingúísticos de primer orden a los 
de grado superior tiene también una razón de economía. En vez de una 
multiplicidad de géneros diferentes de variables de distintos tipos ló- 
gicos, en los sistemas de primer orden tenemos sólo variables de un 
tipo único; en vez de predicados primitivos que se apliquen de un 
modo ambiguo a entes de diferentes tipos lógicos, sólo necesitamos pre- 
dicados primitivos que se aplican exclusivamente a individuos. Tam- 
bién hay economía en la estructura axiomática: en lugar de los axio- 
mas lógicos y de reglas que abarquen géneros diferentes de variables 
y de cuantificadores, sólo necesitamos las reglas simples de la lógica 
de primer orden. 


Pero también hay una economía ontológica, esto es, en el número 
de objetos. Dado un lenguaje L de primer orden numerable, la canti- 
dad de objetos que pueden ser valores para variables dentro de L es, 
por supuesto, numerable. Dado un L de segundo orden con axiomas 
y reglas suficientes para mostrar que existe al menos una cantidad 
numerable de individuos en L, puede mostrarse que la cantidad de 
clases que son valores para variables es innumerable. Dentro de los 
campos fundamentales de estos lenguajes existen, pues, muchos más 
objetos que en los de los lenguajes L estrictos de primer orden ?. 


C. COoNsTRUCTIVISMO SEMÁNTICO, NOMINALISMO, 
REALISMO Y FINITISMO 


Hemos llamado constructivismo de primer orden al criterio filosófico 
que subyace a la máxima metodológica general; el uso de ésta, en cuanto 
aplicada exclusivamente a metalenguajes semánticos, podría llamarse 
constructivismo semántico. En este apartado comentaremos el construc- 
tivismo semántico y de primer orden, y también compararemos este 
punto de vista con los ya conocidos del nominalismo y del realismo. 

La palabra “constructivismo” se usa por matemáticos y lógicos en 
varios sentidos diferentes. Un uso particularmente influyente de esta 
palabra está en relación con las ideas intuicionistas de Brouwer acerca 
de los fundamentos de la matemática; pero el punto de vista aquí 
adoptado es el clásico en tanto que opuesto al intuicionista, pues se 
presuponen in toto las leyes de la teoría clásica bivalente de funciones 
veritativas y de cuantificadores. Por otra parte, aquella palabra se 


1 El sentido que aquí damos a “economía” es algo vago. La economía y la sencillez 
están, sin duda, relacionadas entre sí hasta cierto punto: GOODMAN y otros han hecho 
un trabajo importante al aclarar el concepto de sencillez. Véase N. Goopman, The 
Estructure of Appearance, pp. 59-75, y también J. KEmMENY, «The Use of Simplicity 
in Induction», Philosophical Review, 62 (1953), pp. 391-408, 
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emplea también en otros sentidos, pero no parece existir un sentido 
único universalmente aceptado, de forma que su empleo aquí en un 
contexto filosófico no hace violencia a su sentido matemático consagra- 
do; además, cuando hablamos de «constructivismo de primer orden», 
indicamos suficientemente lo que queremos dar a entender. También 
podríamos llamar a nuestro criterio más sencillamente *primer-orden- 
ismo” o “numerabilismo de primer orden”, pero estas expresiones son 
apenas aceptables; además, la idea es auténticamente constructivista 
en el sentido de que los conceptos semánticos básicos, siendo fácil- 
mente definibles en sistemas formales de complejidad suficiente, se 
explican o caracterizan aquí usando sólo instrumentos lógicos, sin- 
tácticos y semánticos restringidos. El problema del constructivismo 
en el sentido matemático es el intento de conseguir por medio de mé.- 
todos cuidadosamente restringidos lo que de otro modo podría definirse 
u obtenerse fácilmente usando métodos de mayor alcance; las dife- 
rentes restricciones que se aplican a los métodos permitidos engendran 
diferentes clases de constructivismos. El constructivismo de primer 
orden, en términos generales, permite todos aquellos instrumentos, 
métodos o conceptos que sean formalizables dentro de un sistema de 
primer orden numerable. 

El constructivismo de primer orden está estrechamente relacionado 
con la posición filosófica llamada a veces consiruccionismo lógico: esta 
posición ha sido adoptada en particular recientemente por Frege, 
Russell, Whitehead, Carnap, Goodman y otros. Hemos dado algunos 
argumentos en su defensa en el capítulo 1. Aquí nos contentaremos 
con observar que el constructivismo de primer orden podría llamarse 
con igual justicia construccionismo de primer orden. 

Veamos ahora los principios fundamentales del nominalismo y del 
realismo, que compararemos y contrastaremos con el constructivismo 
semántico. 

En primer lugar consideraremos el criterio nominalista 1. Las propie- 
dades principales que debe reunir un sistema lingilístico para ser nomi- 
nalista son tres: (1) el sistema lingiiístico ha de ser un sistema de primer 
orden simple, aplicado, con o sin inclusión de la identidad; (2) sus reglas 
y axiomas han de ser tales que no se admita de un modo explícito una 
infinidad de objetos en su campo fundamental; (3) los entes de su campo 
fundamental deben ser de un modo u otro individuos «concretos» 
y las constantes predicado primitivas se aplicarán exclusivamente a 
estos individuos. En rigor, estas tres condiciones son independientes 
entre sí, en el sentido de que puede adoptarse cualquiera de ellas sin 
adoptar las demás. 

En lo que se refiere a (2), los nominalistas no han de considerarse ni 
finitistas ni infinitistas: ignoramos si el número de individuos concretos 
del universo es finito o infinito, luego ambas hipótesis podrían ser 
falsas; en consecuencia, los nominalistas prefieren un estricto agnosti- 


cismo acerca de lo finito y lo infinito. Respecto a (3), los nominalistas 

1 Véanse, sobre todo, GOODMAN y QUINE, Op. cit., y GOODMAN, The Structure of 
Appearance, en especial pp. 33-41. (Sus criterios pueden haber variado algo desde la 
fecha de estas publicaciones.) 
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no aceptan las entidades «abstractas» (como clases, propiedades o 
relaciones) como valores para variables: no creen en estas entidades y no 
consideran satisfactorio ningún sistema que las admita como tales 
valores; los individuos concretos que aceptan pueden ser objetos físicos, 
sucesos dentro del mundo espacio-temporal o unidades de experiencia, 
quizá datos sensoriales, o qualia en un sentido u otro. En términos 
generales, los fisicistas consideran que los objetos espacio-temporales 
son el tipo fundamental de ente; los fenomenistas, que lo son las unidades 
de experiencia o las cualidades en determinado sentido. Las constantes 
predicativas primitivas que se admiten son tales que se aplican exclusi- 
vamente a los individuos considerados; por supuesto, con una finalidad 
concreta pueden quererse admitir únicamente aquellas constantes 
predicativas primitivas que satisfagan ciertas restricciones ulteriores; 
pero estas otras restricciones no estarían determinadas por considera- 
ciones puramente nominalistas. 

A base de estas tres condiciones pueden distinguirse varios niveles 
de nominalismo. El punto de vista más estricto, el de Goodman y Quine 
(en 1947), requiere a la vez (1), (2) y (3); otros tipos de nominalismo 
menos rigurosos resultan de exigir sólo (1) y (2), o (1) y (3) ((1) es pro- 
bablemente esencial para todo sistema que pueda llamarse aun remo- 
tamente 'nominalista”). Una teoría de conjuntos finita (que no inclu- 
yera un axioma de infinitud) proporcionaría un ejemplo de nomina- 
lismo basado en (1) y (2). (Puede citarse como nominalismo basado 
en (1) y (3) el sistema de lógica homogénea * del autor, en una de sus 
interpretaciones.) 

De las tres características, el constructivismo de primer orden sólo 
exige la (1), de forma que puede identificarse con un nominalismo en el 
sentido más amplio; pero todo sistema nominalista basado en (1), (2) y 
(3), en (1) y (2) o en (1) y (3) es eo ipso aceptable para un constructivista 
de primer orden. Así, lo son prácticamente todos los sistemas nomina- 
listas, pero, en cambio, muchos tipos importantes de sistemas, esenciales 
para formalizar varios campos de la matemática y la ciencia, deben ser 
rechazados por un nominalista absoluto; esto es legítimo siempre que 
estos sistemas o teorías puedan formularse de nuevo de acuerdo con 
sus exigencias; pero si no se dispone de los métodos necesarios, puede 
parecer que el criterio nominalista extremado corre peligro de limitar 
demasiado. 

El realismo, también llamado a veces platonismo, es el punto de 
vista según el cual, además de los individuos concretos del tiempo y del 
espacio o de la experiencia, existen entidades abstractas como clases, 
relaciones, números, funciones, etc., que pueden tomarse de un modo 
significativo como valores para variables. Tales entidades abstractas o 
universales constituyen, según este criterio, una parte esencial del 
«contenido del mundo», y rechazarlas supone una mutilación de la 
ciencia, la matemática y el lenguaje. Esta posición es, sin duda, la de la 
mayoría de los científicos y los matemáticos y de un modo u otro es 
una de las más universalmente adoptadas en la filosofía contemporánea. 


1 The Journal of Symbolic Logic, 8 (1943), pp. 1-23; 14 (1949), pp. 27-31 y 15 
(1950), pp. 131-4. 
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Tanto los principios nominalistas como los realistas suelen pretender 
ser aplicables a todos los sistemas lingúiísticos, ya sea como lenguajes 
objeto o como metalenguajes sintácticos o semánticos. Como ejemplos 
de metalenguajes semánticos construidos de acuerdo con estos princi- 
pios, basta con mencionar algunos de los metalenguajes formulados 
en los capítulos anteriores. Hemos formulado dos metalenguajes que 
son nominalistas en el sentido estricto de (1), (2) y (3). MSI (capítu- 
lo XI) es nominalista en este sentido siempre que el lenguaje objeto L 
lo sea también, mientras que MSI¿ (capítulo XIT) es nominalista en 
sentido estricto independientemente de que su lenguaje objeto lo 
sea o no a su vez. Creemos que MSI¿ da una solución completa al 
problema de lograr una semántica nominalista en el sentido de Good- 
man y Quine (en 1947). 


Como ejemplos de metalenguajes semánticos realistas podemos 
citar MS (VI, B), MS¿ (IX, E), los diversos metalenguajes basados 
en la satisfacción, la designación y la determinación en tanto que apli- 
cados a un L realista (VII, A-D) y también el propio MS¿ para un L 
realista (IV y V). También son realistas los diversos metalenguajes 
estudiados por Tarski y Carnap (véase (VIT, E)). 


En el próximo parágrafo trataremos de las diferencias entre cons- 
tructivismo de primer orden y realismo. Como sucede entre el nomina- 
lismo y el constructivismo de primer orden, las diferencias se centran en 
las condiciones (2) acerca del finitismo y (3) acerca de los objetos con- 
cretos. Con respecto a (2), parece que, entre un lenguaje L con un do- 
minio finito y un L' con un dominio numerable, la elección del primero 
engendra mayor economía y simplicidad; adoptaremos, por tanto, 
como segunda máxima metodológica que es conveniente tener campos 
de individuos finitos, siempre que sea posible. Pero la dificultad es que, 
en algunos terrenos de la ciencia, la matemática o la filosofía, semejante 
reducción a lo finito parece imposible; por ejemplo, parecería imposible 
construir un sistema finitista adecuado para la teoría matemática de los 
número reales, incluso para sus partes más elementales, como hemos 
apuntado más arriba. (Un sencillo método de construir la teoría de los 
números reales es considerar éstos como clases infinitas de números 
racionales que tienen determinadas propiedades; esta condición de que 
las clases o clases virtuales de números racionales sean infinitas parece 
esencial.) Sin embargo, debe esperarse de la dirección finitista mucho 
más de lo que hasta ahora se ha creído posible, pues el uso que en ade- 
lante se haga de esta segunda máxima metodológica general podría 
conducir a importantes resultados. 


El sentido que aquí damos a “finitismo” difiere notablemente del 
que suelen darle los matemáticos: cuando éstos hablan de un lenguaje 
finitista suelen entender que es numerable; aquí, sin embargo, enten- 
demos que un lenguaje finito o finitista es aquel cuyo campo fundamental 
se toma como compuesto de un número de objetos no mayor que finito 
(por supuesto, no hace falta especificar explícitamente este número 
finito; es de presumir que, para los nominalistas estrictos, sea el nú- 
mero de entidades concretas en el espacio y el tiempo). De momento 
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hablaremos, frente a la posición finitista, de numerabilismo en el sen- 
tido en que los matemáticos suelen hablar de finitismo. 


Skolem ha dado a conocer recientemente algunas reflexiones en 
defensa del numerabilismo como uno de los aspectos de una filosofía 
de las matemáticas !; dado que el numerabilismo podría parecer vi- 
gente o no dentro del terreno de los lenguajes matemáticos, las obser- 
vaciones de Skolem son especialmente oportunas. Había confiado, 
dice, en que las «características» sumamente «naturales» del criterio 
numerabilista «convencería a la mayoría de que la formulación numera- 
bilista de las matemáticas no sólo constituía una posibilidad, sino que 
era la correcta o verdadera —al menos para la aritmética. Ahora veo 
claramente», prosigue, «que la falta de interés por [el numerabilismo] 
...se debe a la circunstancia de que la mayoría de los lógicos y los 
matemáticos no creen que vaya a ser suficiente para las matemáticas. 
Naturalmente que esto es verdad, si por matemáticas entendemos 
todas las matemáticas de hoy en día, tal como las encontramos en los 
libros de texto y en las revistas científicas. Es trivial decir que las 
matemáticas actuales, construidas en parte gracias a ideas transfinitas, 
no pueden basarse sin alteración en un razonamiento finitista numera- 
bilista; la cuestión es, sin embargo, qué perderemos o ganaremos con 
esta alteración. En lo que respecta a la claridad y a la seguridad sólo 
podemos ciertamente ganar mucho... No se me entienda mal: no soy 
un fanático y no es mi intención condenar las ideas y los métodos no 
finitistas; pero me gustaría subrayar que el desarrollo finitista de las 
matemáticas, hasta donde pueda llegar, tiene una ventaja muy grande 
en claridad y seguridad. Además ...quizá existan buenas razones para 
conjeturar que puede llegar muy lejos si se hacen serios intentos en 
esta dirección. Quisiera decir también que cuanta más importancia 
demos al desarrollo puramente finitista [numerabilista] de las matemá- 
ticas, tanto menos nos habrán de preocupar las difíciles demostraciones 
de coherencia de los sistemas lógicos... que contienen cuantificadores. 
Hay que admirar el gran ingenio que demuestra la creación de estas 
demostraciones de coherencia, en particular la dada por Gentzen y 
Ackermann de la coherencia de la teoría de números formalizada. 
Pero ya otras veces ha sucedido que obras sumamente ingeniosas han 
perdido su interés por haberse hallado modos de pensar más sencillos» ?. 


Las observaciones de Skolem proporcionan la base de un argumento 
en defensa de la posición numerabilista frente a la tendencia estricta- 
mente finitista de un nominalismo absoluto. 


Ocupémonos ahora del tercer principio del nominalismo que se 
refiere a los objetos concretos. Ya hemos observado que los tres prin- 
cipios del nominalismo son independientes entre sí; pero para Good- 
man y Quine el segundo principio (acerca del finitismo) va íntimamente 


1 Th. SkoLEM, «Some Remarks on the Foundations of Set Theory», Proceedings 
of the International Congress of Mathematicians, New Series (American Mathematical 
Society, Providence, 1952), pp. 695-704. 


T . Skolem, loc. cit., pp. 703-4, 
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ligado a su opinión acerca de los objetos concretos, es más, parece estar 
determinado por ésta. Parece así que su posición queda descrita total- 


mente por (1) y (3). 


Dar un análisis exacto del significado del tercer principio nominalista 
nos llevaría demasiado lejos de la semántica y la sintaxis. Construir un 
sistema lingiiístico en el cual pudiera enunciarse (3) sería ya de por sí 
una empresa de cierta dificultad; por otra parte, (1) y (2) tienen un 
significado más o menos evidente y pueden sin duda enunciarse fá- 
cilmente dentro de conocidos lenguajes formalizados; de aquí que (3) 
carezca de cierta claridad que poseen (1) y (2). Además, puede pensarse 
que (3) es de naturaleza metafísica o epistemológica más que sintáctica o 
semántica: en efecto, enuncia algo acerca de la naturaleza del universo o 
del conocimiento y no acerca de propiedades sintácticas o semánticas de 
un lenguaje; el principio (3), tomado en sentido fisicista, parece proceder 
de una metafísica previa de las partículas espacio-temporales; tomado 
en sentido fenomenista, (3) parece tener su origen en una epistemología 
previa *. Pero puede ponerse en duda que la sintaxis y la semántica 
hayan de descansar sobre semejante base filosófica. 


La actitud que tomamos aquí implica que la sintaxis y la semántica 
deben ser independientes de toda posición particular metafísica o 
epistemológica. Las cuestiones semánticas pertenecen al tipo de cues- 
tiones que deben considerarse y resolverse con éxito antes de tomar bifur- 
caciones conducentes a construcciones filosóficas concretas. Sobre todo, 
no es cosa de la semántica preferir un tipo u otro de entes y establecer 
probiciones en consecuencia: dadas unas entidades de tal y cual tipo 
y dadas las expresiones de un lenguaje formalizado, la tarea de la 
semántica es estudiar sus relaciones mutuas. Otro argumento en favor 
del constructivismo de primer orden frente a un nominalismo extremado 
es, pues, su rechazo de (3) y de todos los supuestos filosóficos análogos. 
Pero esta actitud no debe entenderse como antifilosófica: los sistemas 
lingúísticos metafísicos y los que expresan otros campos de la filoso- 
fía se han tratado aquí en un plano de igualdad con los otros, y los 
métodos semánticos generales desarrollados son aplicables por igual 
a todos estos sistemas lingúísticos. 


Debe advertirse que todos los sistemas nominalistas absolutos son 
aceptables desde el punto de vista constructivista de primer orden (pero 
no a la inversa) y que algunos sistemas realistas también lo son (por 
ejemplo, toda teoría de conjuntos numerable de primer orden) y es de 
presumir que todos los sistemas realistas sean constructivistas de pri- 
mer orden, como lo son los sistemas nominalistas. El constructivismo 
de primer orden ocupa, pues, una posición intermedia entre los otros 
dos puntos de vista: tiene las ventajas de un nominalismo estricto, pero 
no rechaza los sistemas lingiísticos científicos no nominalistas de im- 
portancia manifiesta. 


1 El sistema constructivista de GOODMAN en The Structure of Appearance está 


formulado, en parte, para proporcionar a (3) un fundamento epistemológico. 
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D. CLASES 


Ya hemos observado que, de acuerdo con el tercer principio del 
nominalismo referente a los objetos concretos, las clases se rechazan 
de plano: para los nominalistas absolutos no existen tales cosas. Los 
realistas, por otra parte, no sólo admiten estos objetos, sino que los 
encuentran esenciales para la ciencia y la matemática: es inconcebible, 
dicen los realistas, un sistema lingúístico de alcance suficiente para 
expresar los teoremas principales de la matemática moderna sin varia- 
bles u otros términos que abarquen o designen clases o conjuntos u 
otros objetos abstractos; el de conjunto es uno de los conceptos capitales 
de la matemática moderna; privar a la matemática de este concepto 
sería como privar a la aritmética de los números; los nominalistas 
no han conseguido establecer un sustitutivo auténtico y utilizable 
de este concepto, por lo cual el onus probandi sigue recayendo sobre 
ellas. No cabe duda de que los realistas tienen aquí un argumento 
convincente contra las formas extremas de nominalismo, pero que no 
puede ser un argumento contra el constructivismo de primer orden, 
dada la posibilidad de un fundamento numerabilista de las matemáticas. 


Ninguno de los argumentos dados anteriormente (en los $$ A-C) 
lo es en contra de la admisión de clases: el que se refiere a la coherencia 
es independiente del problema de la existencia de clases, y los referentes 
a la economía tratan del número de elementos primitivos y de objetos, 
pero no de su carácter abstracto o concreto. Es posible que puedan 
darse argumentos nacidos de la exigencia de sencillez en contra de la 
admisión de clases, pues quizá pueda mostrarse que el concepto de 
individuo concreto en un sentido apropiado es más sencillo que el de 
clase (con relación a un conjunto de axiomas dado); pero los nomina- 
listas no lo han hecho hasta la fecha, y está muy lejos de ser claro que 
pueda hacerse. Ninguno de los argumentos en favor de los sistemas 
de primer orden numerables da lugar a un argumento metodológico 
en contra de la admisión de clases; los que dan los realistas acerca de las 
clases tienden más bien a favorecer el constructivismo de primer orden, 
frente a un nominalismo estricto, como filosofía general del lenguaje. 


E. EN FAVOR DE LA SEMÁNTICA INTRADUCENTE 


Hemos dado varios argumentos en favor del constructivismo de 
primer orden. Hemos formulado detalladamente el metalenguaje MS$ 
(capítulos VITI-1X) como ejemplo de metalenguaje semántico cons- 
tructivista de primer orden que tiene esencialmente todo el alcance 
necesario para el análisis semántico de cualquier lenguaje objeto de 
primer orden, L; análogamente, MSI¿ se ha formulado como ejemplo 
de metalenguaje semántico nominalista de alcance determinado. Am- 
bos metalenguajes son intraducentes. Consideremos ahora algunos 
argumentos en favor de la semántica intraducente oponiéndola a la 
traducente, 
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Para la comparación tomaremos MS¿ como formulación típica de la 
semántica traducente. En cuanto a los sistemas intraducentes, habla- 
remos primero exclusivamente de MS¿ y más tarde nos ocuparemos de 
MSI¿, que podemos considerar como una versión finitista de MS?. 

Existe en la semántica intraducente una considerable economía en el 
número de elementos primitivos con relación a las teorías traducentes: 
en MS¿ no necesitamos traducciones de los símbolos primitivos del 
lenguaje objeto, mientras que en MS¿ éstos desempeñan un papel 
fundamental. También hay en MS¿ mayor economía ontológica que 
en MS: en MS¿, por así decirlo, no tenemos ontología alguna del 
lenguaje objeto, por no haber traducciones de las variables de L. Para 
fines semánticos particulares, se hace uso de las Hipótesis específicas 
de la comprensión de L, las cuales, junto con la teoría general de la 


comprensión, compensan la rigurosa economía de elementos primitivos, 
como hemos visto. 


Otra ventaja de la semántica intraducente es la relacionada con cierta 
curiosa circularidad existente en la estructura de la semántica tradu- 
cente. Para tratar de este punto volvemos por un momento a los meta- 
lenguajes semánticos de los capítulos IV-VIT. 

Recordaremos de nuevo que todos los metalenguajes semánticos 
tratados tienen la característica común de que el lenguaje objeto reapa- 
rece in toto dentro del metalenguaje: cada símbolo de L está traducido 
de un modo único dentro del metalenguaje; cada expresión de L rea- 
parece como expresión del metalenguaje, cada axioma o regla como 
axioma o regla del metalenguaje. En las demostraciones de la coheren- 
cia de L anteriormente dadas en (V, E), por ejemplo, advertimos que los 
instrumentos semánticos utilizados comprenden todos los instrumentos 
deductivos del lenguaje objeto, además de muchos otros; presuponemos 
en el metalenguaje semántico todos los medios de expresión, todos los 
axiomas y todas las reglas de deducción del propio lenguaje cuya cohe- 
rencia intentamos demostrar; de no tenerse algún motivo previo para 
pensar que el lenguaje objeto es coherente, semejante demostración 
podría no ser especialmente convincente, pues si L contuviese alguna 
contradicción escondida de la que no nos hubiéramos percatado, el 
metalenguaje semántico la contendría también. Las demostraciones de 
coherencia en la semántica traducente parecen circulares en el sentido 
de que nos permitimos emplear traducciones de los procedimientos 
deductivos del mismo lenguaje cuya coherencia buscamos demostrar; 
esta peculiaridad, naturalmente, no constituye un círculo vicioso y 
pese a ella tales demostraciones de coherencia tienen interés. Pero, 
con todo, esta circularidad resulta incómoda: nos conduce a pensar que 
quizá las demostraciones de coherencia semánticas traten de realizar 
más de lo que efectivamente consiguen; los detalles de tales demostra- 
ciones podrían interesarnos desde el punto de vista matemático, pero 
no nos convencen seriamente de la coherencia. En resumen, estas demos- 
traciones podrían parecer interesantes para la lógica o la matemática, 
pero no interesan a la metalógica o a la metamatemática : en estas últi- 
mas disciplinas deseamos llegar a un convencimiento usando sólo muy 
escasos procedimientos deductivos, 
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Esta curiosa circularidad parece ser una desventaja del empleo de 
metalenguajes semánticos para las demostraciones de coherencia. 
Uno de los más importantes motivos de la construcción de un metalen- 
guaje semántico para L es, como ya hemos señalado, el proveer a L 
de una demostración de coherencia. Si ahora nos encontramos con que 
la pretendida demostración de coherencia no es convincente, podría 
parecer que la semántica sistemática ha perdido parte de su importancia. 

Debemos preguntarnos ahora en qué sentido —si es que hay algu- 
no— cabe decir que la semántica intraducente evita esta curiosa cir- 
cularidad. En primer lugar, recordemos que en MS] no se hace refe- 
rencia a los objetos de L por medio de variables que los abarquen: 
dentro de MS¿ se habla exclusivamente de las expresiones de L y se 
establecen relaciones entre ellas de maneras determinadas; además, 
al demostrar la coherencia de L dentro de M'S¿, se hace uso como hipó- 
tesis de las Hipótesis específicas de la comprensión de L siempre que 
son necesarias; de este modo no nos comprometemos acerca de si se 
verifican o no tales Hipótesis específicas: si se verifican, entonces mos- 
tramos que L es coherente. Sabemos, por la demostración de coherencia 
relativa de las Reglas generales de la comprensión, que todos los ins- 
trumentos admitidos en la demostración de la coherencia semántica 
de L (que no sean las Hipótesis específicas de la comprensión) son se- 
guros con relación a la sintaxis; de este modo, toda duda que pueda 
surgir acerca de la demostración de coherencia de L debe referirse a la 
sintaxis o a las Hipótesis específicas de la comprensión. De este doble 
modo, no tomando las entidades de L como valores para variables y 
adoptando las Hipótesis específicas de la comprensión como hipótesis 
adicionales siempre que son necesarias, se evita dentro de MS¿ aquella 
curiosa circularidad de la semántica traducente. 


Naturalmente, no debe suponerse que esta circularidad se evite por 
dejar de ser necesarias las Hipótesis específicas de la comprensión; ni 
tampoco sería conveniente prescindir de estas hipótesis, porque están 
determinadas por el carácter axiomático del lenguaje objeto: la semán- 
tica de L es, ante todo, la semántica de los axiomas de L, y sólo por medio 
de dichas Hipótesis específicas logramos una descripción o caracteriza- 
ción semántica de los axiomas. Ahora bien, el uso de las Hipótesis 
específicas es esencial para demostrar la coherencia de L; permanece 
así en la semántica intraducente una especie de residuo de la curiosa 
circularidad de las demostraciones de coherencia en la semántica tra- 
ducente. Algo de esta circularidad parece esencial a todos los métodos 
semánticos conocidos de demostrar la coherencia. 

Debe indicarse otra ventaja particularmente importante que posee 
MS¿ sobre MS; en relación con la primera máxima metodológica. 
MS¿ es un lenguaje de primer orden numerable independientemente 
de que lo sea o no el lenguaje objeto L al cual se aplica, mientras que la 
numerabilidad de MS; se basa en la de L. Luego MS; posee, frente a 
MS5, todas las ventajas de los sistemas numerables de primer orden 
para un L de primer orden en sentido amplio. 

Hemos mostrado que MS; era coherente con relación a los axiomas 
de M junto con los axiomas de L; pero hemos visto que MS¿ lo era 
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sólo con relación a los axiomas de L. La coherencia de MS] ofrece pues, 
en este sentido, más seguridad que la de MMS: esto constituye otra 
ventaja del primer metalenguaje; otra más es que MS¿ no utiliza la 
Regla de inducción infinita, RSin4. Las demostraciones son, en MS! 
del tipo finito habitual, mientras que en MS pueden contener una 
infinidad de premisas. 

Los metalenguajes inscriptivos MSIZ¿ y MSI pueden tomarse 
como versiones finitistas respectivamente de MS¿ y MS; MSI 
tiene sobre MSI; las mismas ventajas que MS¿ sobre MS¿: ya hemos 
hablado de ellas más arriba. Veamos ahora qué ventajas puede tener 
MSI; sobre MS] o, en otro terreno, MSIZ sobre MS. 

MSI¿ es claramente nominalista: es de primer orden, puede ser 
finitista y toma como valores para variables exclusivamente objetos 
concretos; está construido de acuerdo con la segunda máxima metodoló- 
gica (y también con la primera); no tiene las dificultades arriba señaladas 
según la tesis general del finitismo. Tenemos en MSI un metalenguaje 
semántico satisfactorio de tipo sumamente restringido: no hace falta, 
al menos para los fines que nos proponemos, un metalenguaje semántico 
de mayor complejidad o alcance expresivo. MSI es probablemente el 
metalenguaje semántico más restringido y más simple que se haya for- 
mulado hasta ahora: es de tal índole que no depende en modo alguno 
de L, para el cual podemos tomar cualquier lenguaje de primer orden 
sin reparar en su complejidad. 

MSI depende fundamentalmente, en cambio, de L, y es un sistema 
nominalista si y sólo si L lo es también: MSI¿ puede ser finitista si y 
sólo si lo es L. Pero MS no puede interpretarse como finitista en ninguna 
circunstancia. MSI; tiene, pues, sobre MS la ventaja de estar for- 


mulado de acuerdo con ambas máximas metodológicas, para un L 
finito. 


F. SEMÁNTICA MÍNIMA 


Mostremos ahora que la semántica intraducente proporciona una 
semántica mínima en un sentido apropiado. 

En primer lugar, debemos aclarar lo que ha de entenderse por se- 
mántica mínima y justificar la definición que proponemos sobre bases 
intuitivas. Hablando en términos muy generales, una semántica mí- 
nima es aquélla que presupone lo menos posible en la elección de ele- 
mentos primitivos y de objetos tomados como valores para variables; 
también debe admitirse lo menos posible en lo que respecta a axiomas 
y reglas. De aquí que, para que una semántica sea mínima, hemos de 
procurar, sin duda, que sea intraducente en vez de traducente; y una 
semántica debe contener un concepto de verdad y, por supuesto, 
todos los conceptos definibles a base de éste. Pero estos conceptos ago- 
tan en realidad la semántica, en el sentido extensional que damos en 
este libro a dicha palabra. Por tanto, quizá tengamos razón al definir 
un metalenguaje semántico mínimo como aquél que tiene dichas dos 
propiedades: esto es, aquél que (i) es intraducente y (ii) contiene un 


268 ES Verdad y denotación 


predicado de verdad junto con todos y únicamente aquellos conceptos 
semánticos que pueden definirse de un modo apropiado a partir de éste. 

Veremos a continuación que esta definición es intuitivamente ade- 
cuada. Hemos señalado en los apartados anteriores las ventajas de la 
semántica intraducente con relación al número y a los géneros de ele- 
mentos primitivos y con relación al número y a los géneros de objetos 
que se presuponen como valores para variables. (Sólo muy poco más 
puede reducirse en esta dirección, si es que puede reducirse algo, cuando 
la semántica es finitista.) Todavía no hemos definido con precisión un 
concepto de lo que se entiende cuando hablamos de «admitir lo menos 
posible» por medio de axiomas o reglas: es necesario caracterizar exacta- 
mente este concepto; pero, de cualquier modo que se defina, es quizá 
menos importante admitir pocos supuestos por medio de axiomas y 
reglas que asegurarse de que lo admitido es coherente, al menos de un 
modo relativo. Si ahora, como en el caso de los axiomas semánticos de 
la semántica intraducente, pudiéramos mostrar que los axiomas son 
coherentes con relación a la teoría precedente (interpretando de un 
modo muy sencillo el elemento primitivo “Cmpr” dentro de esta teoría, 
de forma que todas las reglas referentes a él se volvieran demostrables), 
podría decirse en cierto modo que no estamos suponiendo nada nuevo: 
porque, en este caso, los nuevos axiomas tienen ya una interpretación 
o un modelo dentro de la teoría precedente. De aquí que sea difícil 
ver qué es lo menos que pueda admitirse por medio de axiomas espe- 
cíficamente semánticos; por ello, es razonable exigir (i) en la definición 
de semántica mínima; pero también es razonable exigir (ii), pues *Vrd” 
y los conceptos definibles a partir de éste agotan la semántica en el 
sentido que aquí le damos. 


Hemos visto en (VI1I, E) que *Cmpr' —y con él todos los demás concep- 
tos de la semántica intraducente— es definible a base de “Vrd”; por lo tan- 
to, nada es definible en MS¿ o en cualquiera de sus equivalentes que no lo 
sea en un metalenguaje intraducente para L que tenga “Vrd” como ele- 
mento primitivo. Luego en la semántica intraducente no es definible 
ningún predicado semántico que no lo sea, en última instancia, a partir 
de “Vrd”; de aquí que cada uno de los metalenguajes intraducentes sa- 
tisfagan la condición (ii) en la definición de semántica mínima, y que 
esta definición pueda simplificarse adandonando (ii) completamente. 
Esta observación supone evidentemente una «demostración» de que 
toda semántica intraducente es mínima. 

En estas consideraciones acerca de la semántica mínima no hemos 
hecho distinción alguna entre teorías clásicas e inscriptivas. Ya hemos 
hablado bastante de las relaciones mutuas entre éstas. Poco se ganaría 
exigiendo que una semántica mínima fuera también inscriptiva o finita, 
aunque esto podría hacerse si se creyera conveniente (ya hemos señalado 
suficientemente la importancia del finitismo y de la teoría inscriptiva); 
además, la finitud es una propiedad de la sintaxis subyacente y no de 
la superestructura semántica. No requerimos que una semántica mínima 
esté basada en una sintaxis mínima (en cierto sentido), sino sólo que 
esté basada en una sintaxis de primer orden de los tipos tratados en 


los capítulos 111 u XI, 
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Tampoco pedimos que una semántica mínima sea la más simple: 
una semántica basada en un predicado monádico (como *Vrd” o Univ”) 
es, sin duda, más simple que otra basada en un predicado diádico no 
simétrico (como “Cmpr”). Hemos visto en (VIII, E) que las diversas 
formulaciones de la semántica intraducente son, en realidad, equivalentes; 
podemos, pues, considerar que son todas mínimas; pero el hacer consi- 
deraciones acerca de la simplicidad respectiva de los predicados pri- 
mitivos de dos sistemas y de sus axiomas y reglas podría conducirnos 
muy bien a preferir uno de ellos al otro. 


G. ENTENDER UN SISTEMA LINGÚUÍSTICO 


Según Carnap, podemos decir que «entendemos un sistema lingiñístico, 
O un signo, una expresión o una proposición de dicho sistema lingúístico, 
si conocemos las reglas semánticas del sistema. También diremos que 
las reglas semánticas dan una interpretación del sistema lingiñístico»!. 
Y también, «...entender una proposición, saber lo que ésta afirma, es 
lo mismo que saber en qué condiciones sería verdadera» ?. Las reglas 
semánticas de un lenguaje son tales que «determinan una condición 
de verdad para cada proposición del lenguaje objeto, es decir, una con- 
ción necesaria y suficiente para que sea verdadera» 3, Estas condiciones 
de verdad son probablemente extra-lingiiísticas, es decir, que se refieren 
de un modo u otro a hechos no lingiiísticos. Consideremos ahora lo que 
significa decir que entendemos, en este sentido, un sistema lingiiístico 
cuya semántica esté formulada en MS¿ o MS¿ (mutatis mutandis, 
estas observaciones se aplicarán igualmente a los otros métodos des- 
arrollados). 

Las reglas semánticas RDen1 y RDen2 de MS? proporcionan una 
condición necesaria y suficiente para que una proposición dada de L 
sea verdadera. Por ejemplo, “(x)(Px .v. —Px)” es verdadera si y sólo si 


(1) “aas(Px .v. —Px)” denota cualquier objeto, 
lo cual se realiza a su vez por una Regla de adecuación, si y sólo si 
(2) para cualquier objeto x, o x tiene P o x no tiene P. 


(1) es aquí una formulación distinta del enunciado según el cual 
“(x)(Px .v. —Px)? es verdadero y no describe un hecho extra-lingiiís- 
tico; (pero (2) proporciona una condición necesaria y suficiente extra- 
ingúística para que pueda decirse que “(x)(Px .v. —Px)” es verdadera). 
La presencia de traducciones de las variables del lenguaje objeto en 
MS5, donde se considera que abarcan los mismos objetos que las va- 
riables de L, asegura la imprescindible relación con los objetos. El que el 
predicado de verdad definido en MS% sea adecuado, da la condición 
necesaria y suficiente para que una proposición de L sea verdadera; 
pero la condición de adecuación es demostrable a base de RDen] y 
RDen2; luego, conocer RDenl1 y RDen2 (junto, por supuesto, con las 


reglas lógicas y sintácticas de MS5) es entender L. 
1 R. CarNaAr, Foundations of Logic and Mathematics, pp. 10-11. 

2 R, CARNAP, Introduction to Semantics, p. 22. 

3 R. CARNAP, loc. cit. 
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Cuando tomamos el metalenguaje intraducente MS hallamos una 
situación completamente diferente. Aquí no tenemos traducciones de los 
elementos primitivos de L : los enunciados de MS¿ hablan sólo de expre- 
siones de L y no de objetos no lingilísticos; las reglas semánticas de MS; 
sólo se refieren a expresiones de L y, por ello, no parecen proporcionar una 
relación con hechos extra-lingiísticos. ¿Qué significa decir que enten- 
demos un sistema lingilístico L si su semántica está formulada dentro 
de MS¿? 

Para responder a esta pregunta hemos de considerar más de cerca 
las distintas maneras de enteider el elemento primitivo semántico 
“Cmpr* de MS¿. Dentro de MS, definimos (en (IV, Cy) 

“a Cmpr b* como “(ConsPred « . ConsPred b . (x)(b Den x ..a 

Den a))”. 
Dentro de MS5, si “a Cmpr b”, es válida, entonces a denota todo objeto 
del campo fundamental de L denotado por b; volviendo a MS¿, podemos 
explicar “Cmpr” exactamente del mismo modo: dado L, cabe entender 
que ía Cmpr b” expresa que a denota todo objeto del campo fundamental 
denotado por b. Por supuesto, no podemos hacer este enunciado dentro 
de MS;¿; pero lo importante es que podamos considerar que a Cmpr b” 
expresa en MS¿ exactamente lo mismo que en MS¿: decir que a Cmpr 
ben MS¿ significa que a comprende b en tal y cual campo de individuos 
no vacío. Para todo lenguaje objeto L,se espera generalmente tener 
una multiplicidad de diferentes interpretaciones posibles; para dar 
estas diferentes interpretaciones se requieren diferentes relaciones de 
comprensión, cada una de las cuales proporciona una interpretación 
dentro de un campo apropiado. 


Al entender “Cmpr* de este modo, vemos que en MS¿ podemos refe- 
rirnos implícitamente a los objetos de L, aun cuando no podamos 
hacerlo explícitamente por medio de variables que los abarquen. Pero 
esta referencia implícita a los objetos de L es todo lo que hace falta: 
por medio de ella conseguimos una descripción semántica completa 
de £, y, en particular, sabemos exactamente de qué objetos hablan las 
expresiones que constituyen el lenguaje. 

Podemos decir que entendemos L en el sentido de Carnap por medio 
del método de MS¿ cuando conocemos las reglas semánticas de MS¿; y 
también que las reglas semánticas proporcionan una interpretación 
para £L. La relación implícita con hechos lingitísticos que ofrecen estas 
reglas no da una condición no lingitística necesaria y suficiente para 
que pueda decirse que una proposición es verdadera, porque la condi- 
ción de adecuación no se cumple explícitamente: dentro de MS¿ sólo 
podemos formar otros enunciados acerca de L como condiciones nece- 
sarias y suficientes para el enunciado de que una proposición de L 
dada es verdadera. Pero esta limitación no implica que no se pueda 
decir que entendemos la proposición de L dada: al entender *Cmpr” 
en el sentido apropiado vemos que MS¿ proporciona una auténtica 
semántica de un modo esencialmente idéntico a como la proporciona 
la semántica traducente habitual. 

Para ver esto con más claridad, echemos una nueva ojeada a MS¿' 
(capítulo X), cuyo lenguaje objeto contiene una o varias constantes 
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individuales primitivas. Á partir de uno de los teoremas de este meta- 
lenguaje (TE6b(X)), podemos demostrar inmediatamente que 
- Vrd (penay) .=. ay Sub pe, 

en otras palabras, que “Pa? es verdadero en L si y sólo si ay soporta la 
relación Sub% para pe. Por otro teorema semántico (TE5(X)) sabemos 
que ay es Unit% y esto significa que ay denota un objeto, y sólo uno, 
del campo fundamental de L. Para saber que Vrd (peray), basta, pues, 
con que el objeto que ay denote sea denotado también por el predicado 
pe; esto equivale en realidad a verificar que el objeto que ay denota 
tiene determinada propiedad. Saber que “Pa” es verdadero no es, por 
tanto, otra cosa que saber que el individuo á tiene la propiedad P. 

Podríamos entender “Cmpr” de un modo algo más amplio, de forma 
que “a Cmpr b” expresara que a denota cualesquiera objetos que denota 
b, sin especificar de qué objetos se trata. Una semántica basada en 
*“Cmpr” así entendido daría sólo una interpretación parcial de L: las 
reglas semánticas no nos permitirían nunca saber con exactitud de qué 
entidades se habla en L ; pero en cambio nos dirían mucho acerca de las 
relaciones mutuas entre las diversas palabras (abstractas) de L: por 
ejemplo, que todo aquello que denota una lo denota también tal y 
cual otra, etc. Una interpretación parcial de este tipo bastaría para 
conseguir algunos fines semánticos, por ejemplo, una demostración de 
coherencia, pero es dudoso que esta semántica pueda contener un 
auténtico concepto de verdad en el sentido intuitivo. Pero ya hemos 
visto que MS¿ proporciona una interpretación completa de L, si se 
entiende “Cmpr” en sentido estricto, de modo que no es necesario ocu- 
parse más de las interpretaciones parciales. 


De las diversas relaciones de comprensión, algunas tienen menor 
extensión que otras, según las diferencias que existan en los números 
de objetos a los que implícitamente se refieren. Por ejmplo, una rela- 
ción de comprensión en el campo de los números naturales es menos 
extensa que una relación semejante en el de los números reales o com- 
plejos. Asimismo, una relación de comprensión cuyo campo se compon- 
ga de un número finito de objetos de un tipo dado tiene menos exten- 
sión que una cuyo campo se componga de un número finito mayor o 
de un número infinito de objetos del mismo tipo: por ejemplo, la rela- 
ción de comprensión cuyo campo se componga de los números naturales 
< 10 tiene menos extensión que la relación de comprensión en el cam- 
po de todos los números naturales. Para volver a una observación 
hecha al final del $ A, la semántica intraducente basada en la compren- 
sión de un lenguaje objeto que hable acerca de un número finito de 
objetos de determinado género puede quizá considerarse más sencilla 
(en un sentido apropiado) que la semántica intraducente basada en la 
comprensión de un lenguaje objeto que hable acerca de un número 
infinito de objetos del mismo género o de géneros comparables. Esto 
se debería a que la relación de comprensión de la primera tiene menos 
extensión que la de la segunda. 

Por último, debemos plantearnos la cuestión de si la semántica intra- 
ducente puede en rigor llamarse semántica con propiedad. Si pensamos 
que la semántica trata de las relaciones entre las expresiones lingúísticas 
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de un lenguaje y los objetos (comúnmente no lingúísticos) de los cuales 
habla el lenguaje, la semántica intraducente no contiene ninguna rela- 
ción que sea propiamente semántica: las relaciones que contiene son 
definibles a base de relaciones propiamente semánticas, pero sólo se 
sitúan entre expresiones; tales relaciones podrían considerarse pura- 
mente sintácticas. Igualmente, si interpretamos “Cmpr” en el sentido 
amplio antes indicado, la semántica intraducente proporciona una 
interpretación sólo parcial del lenguaje objeto y, por ello, no constituye 
en absoluto una auténtica semántica. 

Ya hemos indicado que entendiendo “Cmpr” en sentido estricto lo- 
gramos una interpretación completa del lenguaje objeto dentro de MS; 
de modo esencialmente igual que en MS;5; tal interpretación da tam- 
bién un auténtico concepto semántico de verdad. Asimismo, a base de 
la relación propiamente semántica de denotación múltiple pueden defi- 
nirse varias relaciones importantes de MS¿ (1V, C); por ser definibles 
a partir de relaciones propiamente semánticas pueden considerarse 
éstas como semánticas, aun cuando únicamente se refieran a expre- 
siones. Puede verse tal cosa con más claridad si consideramos por un 
momento el metalenguaje semántico intraducente basado en “Vrd' 
expuesto en (VIII, E): interpretando “Vrd” en su sentido usual de con- 
cepto de verdad, el metalenguaje resultante es evidentemente semánti- 
co; aunque “Vrd” se aplique sólo a expresiones, no por ello hemos de 
considerarlo como predicado sintáctico. (La situación es parecida a la 
que provoca *“Cmpr 1”). De aquí que estemos justificados si hemos 
hablado siempre de semántica intraducente y hemos dicho que MS, 
MS y MSI¿ eran metalenguajes semánticos. 

Volveremos a tratar del constructivismo de primer orden en el $ l, 
en donde se presupone el contenido del próximo parágrafo. 


H. HACIA UNA TEORÍA FORMAL DE LOS 
SISTEMAS SEMÁNTICOS 


Los metalenguajes semánticos desarrollados en este libro han sido 
generales, en el sentido, ya señalado, de que dado un L del tipo apropia- 
do la semántica de L puede formalizarse dentro de estos lenguajes. 
Ninguno de los metalenguajes semánticos, sin embargo, es general en el 
sentido de aplicable a cualquier L, siendo “L” variable: las diversas 
teorías semánticas antes desarrolladas sólo son aplicables cuando L 
está en cierto modo especificado por adelantado. Todavía está por for- 
mular una semántica general, en tanto que aplicable arbitrariamente a 
cualesquiera sistemas lingiiísticos formalizados (de determinados tipos) 
tomados como valores para variables ?. Bosquejaremos, algo somera- 
mente y a modo de ensayo, una teoría semejante en este apartado, 


1 El autor debe al profesor W. V. QuINE haberle llamado la atención sobre esta 
semejanza. 

2  Cf., sin embargo, A. TARsKI, «Grundziige des Systemenkalkils», Fundamenta 
Mathematicae, 25 (1935), pp. 503-26, y 26 (1936), pp. 283-301, y K. ScHróTER, «Was 
ist eine mathematische Theorie?» Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Verein- 
igung, 53 (1943), pp. 69-82. 
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así como un tipo de teoría de alcance ligeramente menor en la cual 
los lenguajes se identifican con clases o relaciones virtuales. 

Para precisar el tipo de generalidad que buscamos necesitamos intro- 
ducir variables que abarquen (y expresiones de clases virtuales que 
nombren) sistemas lingúísticos formalizados con y sin una interpreta- 
ción especificada. Para ello es necesario aclarar y analizar aún más el 
concepto de sistema lingiiístico formalizado. Este concepto se indicó 
vagamente en (I, A) y luego se han dado muchos ejemplos de lenguajes 
formalizados, pero ahora hemos de ser mucho más exactos. 

Antes de considerar más detenidamente el concepto de lenguaje o 
sistema semántico interpretado, ocupémonos del de sistema logístico o 
cálculo no interpretado. En (1, A) hemos señalado que estos cálculos 
comprenden seis apartados: el vocabulario primitivo, una definición 
de “fórmula” y posiblemente de “término”, axiomas, reglas de deducción, 
teoremas y definiciones. Hemos venido considerando que las definicio- 
nes son convenciones de abreviación y, por tanto, no esenciales. Tam- 
bién, en las debidas circunstancias, podemos prescindir del concepto 
de término, como sabemos por (II, F). Supongamos, pues, que sólo 
tenemos los cinco apartados restantes; podríamos, a modo de prueba, 
considerar que éstos definen lo que es un sistema lingúístico no inter- 
pretado. Pero podemos incluso reducirlo más: para ello habremos de 
dar a la sintaxis un sentido algo más amplio del que le dimos en los 
capítulos III, XI o XII. 

Para formular una teoría general de los sistemas logísticos como 
valores para variables (o como extensiones de expresiones para clases 
virtuales), debemos presuponer una estructura sintáctica en la que 
podamos hablar de más de un lenguaje objeto. En los capítulos III, 
XI y XII, todos los conceptos sintácticos se introducían con relación 
a un lenguaje objeto único. Es preciso, por tanto, examinar en primer 
lugar los cambios que se precisan en el capítulo 111, por ejemplo (los 
que necesitan los capítulos X1 o XIT no son fundamentalmente dife- 
rentes); los perfilaremos a continuación muy brevemente. 


Consideremos un número finito o infinito de lenguajes objeto L,, 
L,, etc., con o sin inclusión de la identidad. Para mayor simplicidad, 
admitiremos que no contienen constantes individuales ni funcionales 
primitivas, como ya hemos hecho con frecuencia anteriormente. Como 
elementos primitivos del metalenguaje bastan los nombres descriptivo- 
estructurales del capítulo III; cada constante predicado primitiva 
de los lenguajes objeto puede expresarse por medio de *P” seguida de un 
número determinado de acentos: el limitado vocabulario del capítulo 111 
bastará así para expresar simultáneamente las propiedades sintácticas 
de cualquier clase de lenguajes objeto de primer orden de capacidad 
finita o infinita. De momento no haremos distinciones entre estos len- 
guajes, pues nos contentaremos con considerar las propiedades sintác- 
ticas de los diversos símbolos; para fijar estas propiedades admitimos 
por medio de axiomas adaptaciones apropiadas de RSinl-RSin3, 
1G4(111) y TGI13(1ID): la teoría resultante es la sintaxis elemental gene- 
ralizada. Llamemos a este lenguaje MG, el metalenguaje (sintáctico) 
generalizado. Las variables tomarán como valores expresiones y cadenas 
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de expresiones de todos los lenguajes L que se consideren, mezclando 
todo de forma que no se distingan las expresiones de un lenguaje de las 
de otro. 

Queremos mantener en MG las definiciones sintácticas del capítu- 
lo TIT: en particular, las de *Ini”, *Acab”, *IngEnwm”, etc., deben conser- 
varse igual que fueron dadas; pero, naturalmente, las variables abar- 
can ahora todas la expresiones de los lenguajes L indistintamente y 
no sólo las de algún L determinado. Queremos conservar algunos con- 
ceptos en este sentido general, en particular los de *“ConsPredPrim”, 
“FmlaAt”, 'Fmla”, “ConsPred” y los definidos a partir de éstos, pero 
también querremos relativizarlos con respecto a un L dado: podemos 
establecer que “ConsPredPrim, a” expresa dentro de MG que a es 
una constante predicado primitiva de L,; “ConsPredPrim a” expresa, 
si consideramos un número infinito de lenguajes, que a es una pe o una 
pe seguida de una SartaAc; pero “ConsPredPrim, a” se define única- 
mente por enumeración de las constantes predicativas primitivas de L,. 
Análogamente, “Ax, a” expresará que a es un axioma de L,; y así 
sucesivamente con los otros conceptos relativizados. (Por supuesto, las 
fórmulas de L, pueden ser de hecho las mismas que las de L,,: esto está 
permitido; y también los axiomas de L, pueden ser los mismos que los 
de algún L£,,. Examinaremos dentro de un momento las circunstancias 
en las cuales dos lenguajes L son equivalentes). De esto modo podemos 
formular la sintaxis de cada L dentro de MG. Adviértase que la rela- 
ción CI de consecuencia inmediata no se relativiza, por no depender 
en modo alguno de su definición de los conceptos relativizados de fór- 
mula, constante predicado y otros conceptos parecidos. 

Vimos hace un momento que, a modo de ensayo, podíamos conside- 
rar que un sistema logístico o lenguaje no interpretado está determinado 
por cinco ingredientes, el vocabulario primitivo, las fórmulas, los axio- 
mas, los teoremas y las reglas, y observamos que éstos podían redu- 
cirse aún más: en realidad, sólo con dar “Ax,” los otros conceptos de la 
sintaxis de L, quedan determinados unívocamente. Podremos, pues, 
identificar L, con la clase virtual de sus axiomas. 


Veamos cómo, dado “Ax,”, quedan determinados unívocamente 
los otros apartados que constituyen la definición de L,. Consideremos, 
en primer lugar, “FmlaAt,?. Cada constante predicado primitiva de L,, 
aparecerá en algún axioma de L, y, además, sólo con el número apro- 
piado de variables como argumentos. El que a sea una sarta de variables 
puede definirse como sigue: 

“SartaVbl a? puede abreviar “((Eb)(a IngEnm b . (c)(c IngEnm b:>: 
Vblc .v. (Ed)(Eej(d Ant, c . e Ant, c . c = (da e))))”. 

“FmlaAt, a? puede definirse entonces a partir de “Ax,”: 

“FmlaAt, a abrevia “(Eb)l(Ec](Ed)|(ConsPredPrim b . SartaVblc . a 
= (bc) . Ax, d . a Apar d . <(Ea'(Vbl a” . (brcra”) Apart d))”. 
(Presuponemos que *Ax, d” está ya definido dentro de MG a base de 
elementos primitivos exclusivamente, de forma que aquí no se oculte 
ninguna circularidad. También podemos transformar esta definición 
en una equivalencia material, que probablemente sería demostrable.) 
Si “=” es un elemento primitivo lógico de L,, debe añadirse al definiens 
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una cláusula referente a la identidad de fórmulas atómicas; “Fmla,' 
puede entonces definirse por ingredientes enmarcados, como en (III, D), 
y cabe fácilmente mostrar la unicidad de este concepto. 

La relación de consecuencia inmediata de (en £,), es simplemente 
CI limitado a las fórmulas de L,. 

“a CI, b,c” abrevia (a CI b,c . Fmla, b . Fmla, c)”. 

Los teoremas de L, son precisamente aquellas fórmulas que pueden 
obtenerse mediante un número finito de etapas de CI,,, por así decirlo, 
a partir de los axiomas de £,. Este concepto es definible en MG por 
ingredientes enmarcados de modo esencialmente igual que en (III, E). 

Hagamos que “SP a” exprese dentro de MG que a es un símbolo 
primitivo de cualquiera de los lenguajes L,, L,, etc.; “SP, a” puede defi- 
nirse entonces simplemente como “SP a* para cada n, siendo los mismos 
los símbolos primitivos de todos los lenguajes L. (Recordemos aquí 
que *P”, por ejemplo, no es un símbolo primitivo, sino una cadena.) 

¿Qué es, entonces, exactamente un sistema lingúístico no interpre- 
tado? Dentro de una estructura sintáctica general como MG, cada L,, 
puede identificarse con el concepto expresado por “Ax,? y todos los 
apartados que constituyen la definición de L, quedan así determinados 
unívocamente. El primero de los dos métodos sintácticos generales 
mencionados consiste en identificar L, con la clase virtual de su axio- 
mas. (Obsérvese que una clase virtual de axiomas no es un valor para 
una variable de clase en MG, porque este metalenguaje no contiene 
tales variables.) Se deduce de lo anterior que la sintaxis de cada len- 
guaje de primer orden puede manejarse sobre la base de dicha identi- 
ficación; y dentro de MG podemos también establecer relaciones entre 


la sintaxis de los diversos lenguajes objeto, logrando así la base de una 
sintaxis comparativa. 


El segundo método de conseguir una sintaxis general es introducir 
en MG variables de clase apropiadas; en vez de presuponer para ello 
una lógica básica de primer orden, hemos de emplear una de segundo 
orden. Los sistemas logísticos se identifican entonces con los tipos de 
clases apropiados y, por tanto, con valores de las variables. También 
en este caso tendríamos una base para la sintaxis comparada de los 
diversos lenguajes objeto considerados. Llamemos MG” a este lenguaje 
sintáctico general: MG” difiere, sobre todo, de MG en que presupone una 
lógica subyacente de mayor alcance. 

La principal ventaja que posee el método de MG” sobre el de MG es 
que en MG” podemos cuantificar los sistemas logísticos, y, por lo tanto, 
formular teoremas de la forma “existe un sistema logístico que tiene 
tal y cual propiedad” o “todos los sistemas logísticos tienen tal y cual 
propiedad”. En cambio, MG es mucho más simple, es de primer orden 
con un campo fundamental de objetos numerable, etc., y tiene así 
muchas de las ventajas enumeradas al principio de este capítulo. En 
MG no podemos cuantificar los sistemas logísticos pero podemos, en 
cambio, introducir una expresión de clase virtual para cada uno en 
cuanto sea necesario. 

(Panto MG como MG” pueden transformarse en metalenguajes ins- 
criptivos tomando inscripciones en lugar de figuras como valores para 
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las variables representativas de expresiones. En el caso de MG esto 
daría lugar probablemente a un auténtico nominalismo, quizá finitista. 
Pero la teoría que resultase de este modo del otro metalenguaje, MG”, 
no parecería muy interesante: sin duda alguna, no sería nominalista 
y en ella podrían reaparecer las figuras como valores de las variables 
de clase; no obstante, semejante metalenguaje podría resultar intere- 
sante por otros motivos). 

Volvamos a la semántica y a los sistemas semánticos. Entenderemos 
por semántica la semántica intraducente. Podemos tomar como base 
de nuestro estudio cualquiera de las formulaciones equivalentes de la 
semántica intraducente: tomemos MS¿, que hemos desarrollado con 
cierto pormenor. 

Cuando tenemos ocasión de hablar de más de una relación de com- 
prensión es conveniente introducir un subíndice que indique el campo 
de individuos al que ésta se refiere implícitamente; y también emplea- 
remos supraíndices para indicar a qué sistema lingúístico particular es 
relativa la relación. 

“a Cmpr,, b* 

expresará, pues, que a comprende b en el campo de individuos no va- 
cío D,, y en el sistema lingúístico L,. Dentro de una semántica general 
necesitaremos varias relaciones de comprensión en diversos campos y en 
diversos sistemas lingiísticos. A fin de construir un metalenguaje 
semántico general sobre la base de MG para un número finito de sis- 
temas L,, L,, etc., pueden tomarse como elementos primitivos unas 
expresiones para estas diversas relaciones de comprensión. MSG, 
el metalenguaje semántico generalizado, resultará de MG por adición 
de un número finito de elementos primitivos para las diversas relaciones 
de comprensión necesarias; se admiten axiomas afines a RGC1-RGC14 
para cada una de estas relaciones, y a partir de cada una de ellas pueden 
darse definiciones de los diversos conceptos semánticos fundamentales 
de (VIII, B y C), incluyendo un concepto semántico de verdad; estos 
conceptos se establecen con relación a un L, dado, enunciándose las 
definiciones a base de la “Cmpr;,,” apropiada. Pueden definirse Hipó- 
tesis específicas de la comprensión, referentes a cada Cmpr',,, que esta- 
blezcan que los axiomas no lógicos de L,, si son proposiciones o 
clausuras de éstas, son verdaderos (en el sentido que determina debida- 
mente Cmpr,,); de este modo logramos dentro de MSG una descripción 
semántica completa de los sistemas lingiísticos L,,. 


Entre las varias relaciones primitivas de comprensión de MSG 
podemos tener, en realidad, más de una relación referente a un mismo L,, 
pero a dominios distintos; por ejemplo, “Cmpr5,? y “Cmpr5,' podrían 
ser ambos elementos primitivos de MSG, siendo D, distinto de D;: 
las explicaciones anteriores permiten que esto suceda. Empleando estas 
relaciones de comprensión podemos construir diferentes interpretacio- 
nes para un mismo sistema logístico, y de este modo podemos comparar 
y contrastar dentro de MSG distintas interpretaciones del mismo sis- 
tema, así como considerar interpretaciones en el mismo campo de indi- 
viduos de diferentes sistemas logísticos. Dentro de MSG nos es posible, 
por tanto, establecer los cimientos de una semántica comparativa; 
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para ello harían falta sin duda axiomas semánticos ulteriores que refi- 
riesen unas relaciones de comprensión a otras de maneras adecuadas. 


Como ejemplo de teorema de la semántica comparativa especial- 
mente importante, echemos una breve ojeada al famoso teorema meta- 
matemático debido a Lówenhbeim +. Supongamos que tenemos un 
campo de objetos no vacío, D, y una proposición, a, de uno de los sis- 
temas lingilísticos de primer orden L,. Podemos pensar que a está 
escrita por completo a base de elementos primitivos y que, por tanto, 
contiene una o varias apariciones de las constantes predicativas primiti- 
vas de L,. (Para simplificar, supongamos que el signo de identidad no se 
incluye entre los elementos primitivos lógicos y que, en caso de admi- 
tirlo, será como una de las constantes predicativas primitivas no lógicas.) 
Podemos decir entonces que una proposición a es cumplible (erfiillbar) 
o verdadera en el dominio D,, si y sólo si a es verdadera en el sentido de 
“verdadero” definido a partir de *Cmpri,,” ? para las proposiciones de L,,. 
En otras palabras, puede decirse que a es verdadera o cumplible en 
D,, cuando consideramos que las variables de a abarcan los objetos de 
D,, y cuando las constantes predicativas primitivas de a designan espe- 
cificamente propiedades de los objetos de D,, o rela ciones entre ellos. 


El llamado teorema de Lówenheim viene a afirmar que toda pro- 
posición de un sistema lingúístico de primer orden es cumplible en un 
dominio a lo sumo numerable, si Jo es en algún dominio no vacío cual- 
quiera, finito, numerable o no numerable. La demostración de Lówen- 
heim requiere fundamentalmente un empleo muy complicado de sub- 
índices, así como de expresiones que se supone contienen una cantidad 
infinita no numerable de términos. (Skolem ha dado varias demostra- 
ciones más sencillas y claras de este teorema3. La primera de ellas 
(1920) hace uso fundamentalmente del axioma de elección*: el empleo 
de este axioma, junto con ciertos procedimientos recurrentes, rempla- 
za al complicado sistema de subíndices de Lówenheim. En 1922 y 1929 
Skolem dio otras demostraciones siguiendo directrices matemáticas 


constructivistas y en las cuales se evitaba el uso del axioma de elec- 
ción 5.) 


“Vrdóm simbolizará el concepto de verdad para L, definido dentro 


1 L. LówENHEMm, «Ueber Móglichkeiten im Relativkalkúl», Mathematische Anna- 
den, 76 (1915), pp. 447-70. 
Cf. HiLBERT y BERNAYS, Grundlagen der Mathematik, vol. 1, p. 128 y passim. 
Vénse también A, TaArskI, Der Wahrheitsbegriff, pp. 318-27. 


3 Véanse Th. SkoLem, «Logisch-kombinatorischen Untersuchungen úber die 
Erfiillbarkeit oder Beweisbarkeit mathematischer Sátze nebst einem Theoreme ¡ber 
dichte Mengen», Skrifter utgit av Videnskapsselkapet i Kristiania, 4 (1920); «Einige 
Bermerkungen zur axiomatischen Begrúndung der Mengenlehre», Wissenschaftliche 
Vortráge gehalten auf dem fiinften Kongress der Skandinavischen Mathematiker in 
Helsingfors vom 4. bis 7. Juli 1922 (Helsingfors, 1923), pp. 217-32 y «Ueber einige 
Grundlagenfragen der Mathematik», Skrifter utgit av Det Horske Videnskaps-Aka- 
demi i Oslo (1. Math.-naturw. Klasse 1929, núm. 4). En adelante nos referiremos a estos 
trabajos como Skolem (1), Skolem (2) y Skolem (3), respectivamente, 

4  SkoLEMm (1), pp. 6-11. 

$  SkoLEm (2), 220-1 y SkoLEM (3), pp. 23-8. 
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de MSG a base de *“Cmpr;,, . Dentro de MSG, el teorema de Lówen- 
heim enuncia que toda fórmula de la forma 

“Vr dz 4. D . Vrd¿, a” 
es demostrable, siendo D, el dominio de los números naturales. Presu- 
poniendo axiomas  aiicos de alcance suficiente, quizá puedan re- 
flejarse en MSG una o varias de las demostraciones de Skolem. 

Consideremos ahora los tipos de objetos de MSG con los cuales se 
han de identificar los sistemas semánticos. En MG identificábamos los 
sistemas logísticos con clases virtuales. Los sistemas semánticos inclu- 
yen, además del contenido de los logísticos, un concepto de verdad o 
una relación de comprensión; pero una relación de comprensión es tam- 
bién, en rigor, una relación virtual dentro de MSG; podemos, pues, 
identificar un sistema semántico con un par ordenado virtual de una 
clase virtual y una relación virtual. Pueden introducirse en MSG expre- 
siones para pares ordenados virtuales repitiendo el procedimiento me- 
diante el cual introdujimos expresiones de relaciones virtuales en (II, D). 
Recordaremos que podemos definir 

“a'b'c” e abcezX” como X', 

en donde X” difiere de X del modo pedido, con lo cual logramos expre- 
siones 

“abc3 X” 
para las relaciones virtuales triádicas. “Fi”, “F?”, etc., representarán aho- 
ra expresiones para las relaciones virtuales k-ádicas. Podemos definir 
entonces 

MN ED, Y 
en un contexto como sigue. 

FoF7 € Fr Fi X” se define como X”, en donde, (i) F;, y Fí son ex- 
presiones distintas cualesquiera para relaciones virtuales que no con- 
tengan variables libres y que no aparezcan en la fórmula X', (ii) F; y 
F; no contienen variables libres y (iii) X sólo difiere de X” por contener 
EF”. y F; en 0 o más lugares en que haya apariciones libres de F; y Ef 
respectivamente en X'. 

Las expresiones para los sistemas semánticos pueden identificarse 
con expresiones de la forma 

F¡FiaX” 
o de la forma 

“E¡F:3 X”. 
Más concretamente, un L, interpretado puede identificarse con un par 
ordenado virtual de una clase virtual azA, a y una relación diádica 
virtual abza Cmpr; b, o con un par ordenado virtual de azAx, a y la 
Clase virtual azVrd”, a (“Vrd5” y *Cmpr;* pueden definirse mutuamente). 
El resultado es un poco más sencillo si adoptamos la segunda de las 
posibilidades aquí indicadas, según la cual un sistema semántico L,, 
cuyo campo fundamental es D se considera como un par ordenado para 
el cual se verifica 
(1) EiFa(a)((F¡a. =. Ax, a). (Fa. = . Vrd; a) 
siendo EF; y F; Aa monádicos cualesquiera escogidos previa- 
mente que no contengan variables libres. La expresión (1) puede abre- 
viarse convenientemente en 
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(2) (Ax, Vrd5)”, 
y SL > 
n 
(que se lee “el sistema semántico L,”), puede introducirse entonces como 
abreviación de (2). 

Un segundo método de conseguir expresiones de sistemas semánti- 
cos es introducir variables de clase apropiadas y cuantificadores para 
éstas de dos tipos superiores. Las nuevas variables y cuantificadores 
se introducen para manejar clases de expresiones y pares ordenados 
de estas clases. Llamemos MSG” al metalenguaje formulado de este 
modo; dentro de MSG” un sistema semántico debe identificarse con un 
par ordenado de una clase de axiomas y una clase de verdades. Las 
ventajas y desventajas de MSG” con relación a MSG son parecidas a 
las de MG” con relación a MG. | 

Al cerrar este somero esquema de los dos métodos generales sintác- 
ticos y semánticos, consideremos las circunstancias en las cuales puede 
decirse que dos sistemas logísticos son equivalentes. 


Sea dentro de MG 
“L,, la abreviación de “Ax,?. 

Podemos ahora definir dentro de MG varios tipos de equivalencia sin- 
táctica. En primer lugar, 

*L, AxEquiv L,,” puede abreviar *(a)(L, a . = . L,, a). 
Se dice que dos sistemas logísticos son axiomáticamente equivalentes si 
y sólo si sus axiomas coinciden. Pero también podemos hacer que 

“L, TeorEquiv L,,” abrevie “(a)(Teor, a . = . Teor,, a)”. 
Se dice que dos sistemas son equivalentes con respecto a sus teoremas si 
y sólo si cada teorema del uno es un teorema del otro y viceversa. 
También puede decirse que dos sistemas son equivalentes con respecto a 
sus fórmulas si y sólo si las fórmulas del uno son las mismas que las 
fórmulas del otro. | 

*L, FmlaEquiv L,,” abrevia “(a)(Fmla, a. = . Emla,, a)”. 
Es obvio que, en vista de estas definiciones, tenemos 

TH1. EL, AxEquiv L,, : D : L, TeorEquiv £,, . L, FmlaEquiv £,,. 
Pero también podríamos tener dos sistemas logísticos equivalentes con 
respecto a sus fórmulas que no lo fueran con respecto a sus axiomas o 
a sus teoremas. También 

TH2. + L, TeorEquiv £,, . > . L, FmlaEquiv L£,,. 

Existen otros tipos de equivalencia sintáctica que podríamos con- 
siderar, pero éstos parecen ser los más importantes. También existen 
varios tipos que pueden introducirse de isomorfismo sintáctico entre 
sistemas; esto sólo puede hacerse en MG con ciertas restricciones. Para 
las definiciones de isomorfismo preferiríamos probablemente emplear 
los métodos lógicos de mayor alcance de MG”. 

Por último, consideremos dentro de MSG unas cuantas relaciones 
de equivalencia entre sistemas semánticos. Por regla general, un par 
ordenado (M,N> de clases virtuales se identifica con un par ordena- 
do (O,P> de clases virtuales si y sólo si M es idéntica a O y Na P. 
Así, expresiones como 


“SL, = SLm 
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vienen ya dadas, y los dos sistemas semánticos pueden considerarse 
idénticos, si y sólo si sus axiomas son los mismos y sus verdades son las 
mismas (y en el mismo campo de objetos). Otro tipo de equivalencia 
semántica se obtiene cuando exigimos que £, TeorEquiv L£,, y que 
las verdades de ambos coincidan; y una tercera cuando exigimos que 
L, FmlaEquiv £,, y que sus verdades coincidan. Si las verdades de 
dos sistemas semánticos no coinciden en un mismo campo de objetos, 
es dudoso que queremos considerarlos como equivalentes en ningún 
sentido estricto. Pero supongamos que tenemos dos campos de obje- 
tos D, y D,, y admitamos que “Vrd;,' y “Vrd5,' estén definidos debida- 
mente; supongamos, además, que D, y D, no sean el mismo y que, por 
tanto, o estén separados o se solapen. Si se tiene L, AxEquiv L£,, y 
coinciden Vrd¿, y Vrd5,, tenemos un nuevo tipo importante de rela- 
ción semántica que considerar; y otros dos, si se dan circunstancias 
análogas, pero si L, TeorEquiv L£,, o £, FmlaEquiv L,,. También los 
tipos de isomorfismo son, pues, variados e interesentes. 

Estas someras observaciones a modo de ensayo deben ser suficientes 
para hacer resaltar algunas de las características más sobresalientes 


de MG, MG”, MSG y MSC”. 


l. LA PARADOJA DE SKOLEM 


Al cerrar el estudio del constructivismo de primer orden y de su 
justificación filosófica y metodológica, nos ocuparemos de otro argu- 
mento en pro de los sistemas de primer orden numerables. Este argu- 
mento nace de la situación en los fundamentos de la matemática cono- 
cida como paradoja de Skolem. El descubrimiento de esta «paradoja» 
suele considerarse uno de los más importantes éxitos de la lógica mo- 
derna y tiene una amplia significación para las matemáticas, la filo- 
sofía y la metodología de las ciencias. Acerca de ella se ha escrito muy 
poco que no sea técnico, por lo cual daremos en este apartado final un 
breve resumen de la naturaleza de esta situación, de su significación 
para la matemática y para la teoría de los lenguajes formalizados y 
de su relación con el constructivismo de primer orden. 

La paradoja de Skolem guarda una estrecha relación con una ge- 
neralización del teorema de Lówenheim tratado en el parágrafo ante- 
rior. En realidad, la importancia de las demostraciones más simples 
que, como hemos dicho allí, dio Skolem del. teorema de Lówenheim, 
se debe a que conducen inmediatamente a esta generalización. La ge- 
neralización establece que si los miembros de un conjunto numerable 
de proposiciones de un sistema lingiíístico de primer orden son cum- 
plibles simultáneamente en un dominio no vacío (cualquiera que éste 
sea), entonces existe también un dominio a lo sumo numerable en el 
cual son también cumplibles simultáneamente. Más concretamente, su- 
pongamos que “K” representa cualquier clase virtual (o clase) de expre- 
siones de L,. Sea “Vrd;,,', como en el $ H, el símbolo del concepto de 
verdad para L, tal como se define en MSG (o en MSG”) a partir de 


“Cmpr;,, . Sea también D, el campo (numerable) de los números natu- 
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rales. Dentro de MSG (o de MSG”) la generalización del teorema de 
Lówenheim da como resultado que toda fórmula de la forma 
*(al(Prop,a. Ka: > :Vrd;, a). >. (a)(Prop,a. Ka: D : Vrd5, a)' 
es demostrable. La generalización, por su parte, es para “D,,” variable, 
por cuyo motivo sólo puede expresarse en MSG (o en MSG”) como 
esquema. Skolem ha dado varias demostraciones de esta generaliza- 
ción, algunas de las cuales utilizan un axioma de elección!; tal vez 
puedan reflejarse estas demostraciones en MSG (o MSG”) mediante 
una elección adecuada de los axiomas semánticos. 


El teorema de Lówenheim-Skolem, como suele llamarse a esta ge- 
neralización, tiene consecuencias de la mayor importancia cuando se 
aplica a los sistemas de teoría axiomática de conjuntos de primer or- 
den, como el S que hemos formulado (capítulo VI). Los axiomas y 
teoremas de tales sistemas pretenden, probablemente, proporcionar un 
análisis implícito del concepto de conjunto. Sería fácil montar una sim- 
ple enumeración de la infinidad de proposiciones de uno de estos sis- 
temas; entre los axiomas de teoría de conjuntos o entre sus consecuen- 
cias, aparecerán ciertos enunciados que, en su interpretación habitual, 
dirán que existen objetos de la teoría en cantidad no numerable. Por 
ejemplo, uro de los teoremas de teoría general de conjuntos enunciará 
que el número cardinal del conjunto de todos los números reales entre 
0 y l es no numerable. La deductibilidad de este tipo de teoremas es, 
por supuesto, esencial si la teoría ha de ser adecuada para el análisis 
matemático. Pero según el teorema de Lówenheim-Skolem debe exis- 
tir también una interpretación de los axiomas de teoría de conjuntos 
dentro de los límites de un campo numerable, por ejemplo, del de los 
números enteros positivos: en esta interpretación, el “e” de la teoría 
de conjuntos adquiere un significado que n>» sobrepasa la teoría de 
números, y todas las consecuencias de los axiomas deben seguir vi- 
gentes: así, el teorema referente al número cardinal de los números 
reales se transforma en un teorema acerca de los números enteros po- 
sitivos. Ha desaparecido por completo lo no numerable y todos los 
teoremas a ello referentes; en otras ¡'alabras, s intentamos caracteri- 
zar lo no numerable por medio de un sistema axiomático de pri ner 


orden, siempre nos veremos conducidos a otra interpretación, esta vez 
dentro de los límites de lo numerable. 


Este hecho sorprendente constituye la paradoja de Skolem. No se 
trata de una paradoja en el sentido de constituir una contradicción 


formal, sino en el más impreciso de ser una situación muy desacostum- 
brada e inesperada. 


Estas consideraciones nos muestran también lo que Skolem llama 
la relatividad del concepto de conjunto (mengentheoretischer Relativismus). 
Lo que hemos de entender por conjunto, así como por los diversos con- 
ceptos que de éste dependen, ha de ser siempre relativo a un sistema 
axtomático dado en una interpretación determinada : por ejemplo, “fini- 
to”, “infinito”, “serie infinita simple”, “potencia del continuo”, etc., re- 
presentan conceptos que sólo tienen un significado relativo. Semejante 


1 SKOLEM (1), pp. 10-12; SxoLEm (2), pp. 220-5 y SxoLem (3), pp. 28-9; 
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relatividad, señala Skolem, va ligada de un modo inextricable a todo 
sistema axiomático de primer orden que pretenda ser adecuado para 
la teoría clásica de los números reales. 

Como ya hemos observado, esta situación no conduce a una con- 
tradicción formal. Decir que un conjunto infinito M es no numerable 
sólo tiene significado en el sentido de un conjunto particular de axiomas 
y en una interpretación particular: esto significa, en términos genera- 
les, que dentro de la teoría no existe ninguna correspondencia biunívoca 
entre los componentes de M y los de otro conjunto numerable cualquie- 
ra. Al nivel metamatemático, el campo fundamental de la teoría así 
como (el conjunto no numerable) M pueden hacerse corresponder 
biunívocamente con el conjunto de números naturales y, por tanto, 
también entre sí; esta correspondencia no puede construirse dentro de 
la teoría, sino únicamente en la metateoría. 

La paradoja de Skolem también se da en los sistemas de primer 
orden basados en la teoría de tipos simplificada, como T (capítulo VI). 
_Las clases, clases de clases, etc., de T' se consideran objetos del campo 
fundamental y, por ello, la cuantificación de clases de clases, por ejem- 
plo, es un caso especial de la cuantificación de los objetos del campo 
fundamental. 


(En el trabajo de 1929, Skolem dio otra demostración de la relati- 
vidad de la tecría de conjuntos en la que no usaba el teorema de Ló- 
wenheim generalizado. Para esta demostración es precisa una formu- 
lación algo especial de la teoría axiomática de conjuntos: en esta formu- 
lación, que utiliza la función e€ de Hilbert (11, F), se toman como ele- 
mentos primitivos operaciones como la de formar el conjunto poten- 
cia de un conjunto, la de formar la pareja cardinal de dos con- 
juntos cualesquiera, etc.; también desempeña un importante papel una 
operación de abstracción ligada, es decir, la operación por medio de 
la cual se forma el conjunto de aquellos miembros de un conjunto dado 
que satisfacen una condición dada. Los axiomas, que comprenden el 
Ersetzungsaxiom (S9 de (VI, A)), logran sustancialmente todo el al- 
cance deductivo de los axiomas de Zermelo (incluyendo el Ersetzung- 
-saxiom). Skolem establece entonces una enumeración simple de la to- 
talidad de los términos y las fórmulas del sistema; puesto que el nú- 
mero de términos de esta enumeración es numerable, se da otra inter- 
pretación de cada término dentro del campo de los números naturales: 
de aquí que las fórmulas de la teoría se vuelvan cumplibles dentro de 
un campo numerable.) 

Se han construido algunos sistemas de gran alcance que aspiran a 
poner remedio a la situación. Si se ha de construir una teoría axiomá- 
tica de conjuntos, por ejemplo, que en cierto modo evite aquélla, se 
requiere probablemente algún supuesto previo de que la lógica básica 
es no numerable. Podría pensarse que un modo de llevarlo a cabo sería 
presuponer un cálculo lógico de segundo orden como parte de la lógica 
básica; pero si se considera que la teoría de conjuntos es un intento de 
analizar el concepto de conjunto, esto conduciría a una especie de 
círculo vicioso: el supuesto de un cálculo lógico de segundo orden equi- 
vale a la admisión previa del concepto de conjunto, precisamente el 
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que tratábamos de analizar. Como ha señalado Skolem, al formular 
una teoría axiomática de conjuntos no debemos presuponer el propio 
concepto de conjunto, sino un concepto metamatemático de dominio 
o campo («Bereich»): presuponer el concepto de conjunto en la lógica 
básica sería probablemente contrario a la idea misma de una teoría 
axiomática de conjuntos. | 

El tipo de formulación que proporciona T., (VI, G) a la teoría de 
tipos simplificada evita a la vez la paradoja de Skolem y la especie 
de círculo vicioso mencionado más arriba. Pero este sistema no puede 
considerarse de primer orden—en realidad debemos considerar T., en 
su totalidad como la lógica básica—; tampoco puede pensarse que nos 
asegure una caracterización axiomática de los conceptos de individuo, 
clase, clase de clases, etc., pues dichos conceptos se presuponen más 
bien en la lógica subyacente. Es conveniente reducir ésta al mínimo, 
y parece existir un completo acuerdo acerca de que la lógica de primer 
orden debe proporcionar una lógica básica adecuada para la teoría de 
conjuntos (y por tanto, para la matemática), y posiblemente también 
para las teorías científicas y filosóficas; luego este tipo de interpretación 
de la teoría de tipos simplificada no es completamente satisfactoria, 
desde el punto de vista de la caracterización axiomática del concepto 
de conjunto. 

Un tercer tipo posible de sistemas de los que pueda decirse que evi- 
tan la paradoja de Skolem ha de hallarse en los sistemas intuicionistas 
o en los basados en la teoría de tipos ramificada!. Estas teorías están, 
sin embargo, fuertemente restringidas, y no pueden fundamentar la 
totalidad del análisis clásico. En el caso de los dos tipos de sistemas 
que hemos mencionado más arriba se consigue una adecuación para 
la totalidad prácticamente del análisis matemático; de aquí que las 
teorías ramificadas e intuicionistas sean demasiado limitadas desde el 
punto de vista que ahora consideramos. 

Aunque existen «soluciones» de estos tres tipos, ninguna de ellas 
puede encontrarse plenamente aceptable. La paradoja de Skolem 
supone una seria denuncia de todos los sistemas axiomáticos conocidos 
cuyo alcance basta para el análisis matemático: todo sistema de primer 
orden conocido que tenga el alcance suficiente, o bien se halla directa- 
mente en la situación de la paradoja o bien puede interpretarse de 
forma que lo esté; además, como observa Gentzen, no es en absoluto 
«ersichtlich» [previsible (T.)] que pueda construirse un lenguaje de 
primer orden y de suficiente alcance que la evite ?. 


1 Véanse, p. ej., A. HeYTINS, «Die formalen Regela der intuitionistischen Logik», 


Suzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften (1930, Phys.-nath. 
Klasse), pp. 42-56, 57-71 y 158-69, y, p. ej., F. B. FrrcH, «The Consistency of the Ra- 


mified Principia», The Journal of Symbolic Logic, 3 (1938), pp. 140-9. 
2 


G. GENTZEN «Die gegenwirtige Lage in der mathematischen Grunlagenfors 
chung», Forschungen zur Logik und zur Grundlegung der exakten Wissenschafien 
(Hirzel, Leipzig, 1938): pp. 1-18; también Deutsche Mathematik, 3 (1938), pp. 255-68. 
Para otras observaciones (por G. D. W. BerRY y J. R. MyHmiLL) acerca de la significa- 
ción ontológica y epistemológica de la paradoja de Skolem, véase el simposio «On 
The Ontological Significance of the Lówenheim-Skolem Theorem», Academic Freedom, 
Logic, and Religion, Papers of the American Philosophical Association, Eastern 
Division (University of Pennsylvania Press, Philadelphia, 1953), pp. 39-70. Para otros 
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Vemos ahora la relación existente entre esta situación y los meta- 
lenguajes semánticos formulados más arriba. 

Para un L no numerable, todo metalenguaje semántico traducente 
de L, de cualquier manera que se formule, está sujeto a esta situación. 
Esto se hace patente si observamos que el número cardinal del campo 
fundamental del metalenguaje debe ser, al menos, tan grande como la 
del propio L. Para un L numerable, también está sujeto a esta situación 
un metalenguaje traducente basado en definiciones (VII, E), porque 
para definir las relaciones semánticas, hacen falta en él objetos de tipo 
superior y cuantificadores de éstos. En cambio, para un L numerable, 
MS! y los metalenguajes semánticos afines formulados en este libro 
evitan la situación a que nos referimos; por lo pronto, pues, el campo 
fundamental de este metalenguaje es numerable. Por supuesto, si L 
es no numerable, MS y los metalenguajes semánticos afines se en- 
cuentran en la situación mencionada: para evitarla es necesario que L 
sea numerable; pero, incluso, evitarla así, con un L numerable, supone 
una importante ventaja de la semántica traducente basada en elementos 
primitivos especiales (como la denotación múltiple) sobre las formula- 
ciones más habituales. Los metalenguajes semánticos intraducentes, 
como MS, evitan completamente la situación de que hablamos, 
pues su campo fundamental es numerable independientemente de 
que L lo sea o no. 

Sin duda alguna, suele esperarse que un sistema lingiístico cual- 
quiera, sea o no un metalenguaje, tenga varias interpretaciones posibles. 
El punto crucial que subraya la paradoja de Skolem es que, en las dos 
interpretaciones de que trata, los campos fundamentales tienen dife- 
rentes números cardinales: y esto es lo que evitan los metalenguajes 
semánticos que hemos expuesto. El argumento de Skolem puede, 
evidentemente, proporcionar una segunda interpretación para cada 
uno de estos lenguajes, pero también en ésta será numerable el campo 
fundamental de individuos. 

La existencia de la paradoja de Skolem nos da otro argumento en 
pro de la máxima metodológica general. Los sistemas lingúísticos 
de primer orden numerables, ya sea como lenguajes objeto o como 
metalenguajes sintácticos o semánticos, evitan la situación ab initio : 
por tanto, no puede considerarse que esta situación suponga una base 
de crítica para tales sistemas. La preferencia por lo numerable de que 
hemos dado muestras en todo el libro, y en particular, al formular la 
semántica intraducente, está, pues, firmemente basada en el teorema de 
Lówenheim-Skolem. 


trabajos importantes relacionados de un modo u otro con esta situación, véanse, por ejem- 
plo, L. HENxIN, «Completeness in the Theory of Types», The Journal of Symbolic Logic, 
15 (1950), pp. 81-91; J. B. RosserR y Hao Wanc, «Non-Standard Models for Formal 
Logics», ibíd., pp. 113-29; Hao Wang «Arithmetical Models for Formal Systems», 
Methodos, (1951), pp. 217-32, y «Arithmetic Translations of Axiom Systems», Trans- 
action of the American Mathematical Society, 71 (1951), pp. 283-93. Véase también 
J. KemenNY, «Unified Foundations for Semantics», en preparación, y Th. SkOLEM 
et al., Mathematical Interpretatation of Formal Systems (North-Holland Publishing 
Co, Amsterdam, 1955), 
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